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7. Ferramentas Inteligentes
para a Geometria

Pedro Quaresma 

Por Ferramentas Inteligente para a Geometria entende -se ferramentas 
computacionais capazes de uma inteligência algorítmica. Não vou aqui 
tentar definir formalmente inteligência algorítmica, antes vou descre-
ver as ferramentas computacionais inteligentes, ficando ao cargo do 
leitor a compreensão do que o conceito de inteligência algorítmica po-
derá abarcar no que concerne a Geometria.
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Pretende -se apresentar de que forma a Máquina de Turing se entrecru-
zou com a Geometria e de que forma é que a Geometria e a utilização 
que fazemos dela mudou.

Julgo que a primeira área da geometria a ter sido, de forma signifi-
cativa, tocada pelo advento dos computadores foi a da demonstração 
automática de teoremas. A área da inteligência artificial [20, 46, 47] 
viu na teoria axiomática da geometria um conjunto de axiomas e de 
regras de inferência simples e manejável [25]. A geometria mostrou -se 
um campo muito interessante para quem, explorando os campos da 
inteligência artificial, pretendia automatizar as demonstrações de teo-
remas. É assim que surgem os primeiros demonstradores automáticos 
de teoremas para a geometria (GATP, do Inglês “Geometry Automated 
Theorem Provers”).

As complexidades inerentes ao desenvolvimento automático das de-
monstrações, nomeadamente com a “explosão” dos diferentes casos a 
considerar à medida que se vai tentando desenvolver a demonstração, 
levou a que estas primeiras tentativas não tenham sido muito profícuas. 
Ver -se -á mais tarde como é que este ramo da história se desenvolveu.

Um outro campo da Geometria, a sua representação visual, teve que 
esperar um pouco mais. Teve que esperar pelo desenvolvimento das 
capacidades gráficas (anos 80 do século XX) nos sistemas computa-
cionais.

É a partir das décadas de 1980/1990 que surgem os primeiros sistemas 
computacionais de geometria dinâmica (DGS, do Inglês “Dynamic 
Geometry Systems”). Não estamos perante programas de desenho que 
permitem o desenhar de figuras geométricas por colocação de pontos, 
retas e outros objetos geométricos mais complexos num dado plano 
(Cartesiano), mas sim de programas capazes de lidar com as figuras 
geométricas de uma forma construtiva. Uma dada figura geométrica 
deixa de ser desenhada para passar a ser construída de acordo com 
um conjunto de regras geométricas bem definidas [54]. Este tipo de 
programas tem tido uma evolução contínua e são já ferramentas 
maduras de larga utilização em diferentes ambientes. 

O retomar das aproximações à demonstração automática de teore-
mas na geometria deu ‑se a partir dos fins dos anos 1970 e depois nos 
anos 1980 com o desenvolvimento de métodos algébricos tais como o  
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método do conjunto característico de Wu -Ritt [7, 58] e os métodos ba-
seados nas bases de Gröbner [3,4]. Estes métodos revelaram -se muito 
poderosos sendo capazes de demonstrar automaticamente centenas 
de teoremas geométricos complexos. Estes métodos recorrem à repre-
sentação algébrica das construções geométricas, desenvolvendo as 
demonstrações por métodos puramente algébricos (resolução de sis-
temas de equações).

Mais recentemente, década de 90 do século XX, foram desenvolvidos 
métodos semialgébricos, por exemplo o método da área [27], em que 
uma dada teoria axiomática específica foi desenvolvida e em que os 
métodos de demonstração geométrica, com algumas manipulações al-
gébricas elementares auxiliares, tornam possível a demonstração de 
centenas de teoremas geométricos e em que a demonstração formal é 
passível de ser seguida por um matemático.

Atualmente estas duas áreas das ferramentas inteligentes para a geo-
metria começam a juntar -se em ferramentas computacionais que per-
mitem, baseando -se na geometria construtiva, a representação visual 
dinâmica e a ligação à demonstração automática para a validação da 
própria construção e/ou a tentativa de demonstração de uma dada 
conjetura sobre a construção.

Uma outra aproximação também recente, tornada possível pelo desen-
volvimento de ferramentas computacionais interativas de demonstra-
ção (ITP, do Inglês “Interactive Theorem Proving”) tais como o Coq e o 
Isabelle [39, 53] é o da formalização de fragmentos da geometria [32, 
35, 37]. De certa forma esta aproximação dá -nos o fechar de um ciclo, 
desde a máquina formal da computação, a máquina de Turing, até ao 
uso dessa máquina para formalizar áreas da matemática.

Vejamos agora em mais detalhe cada uma destas áreas.

1. Métodos da Inteligência Artificial na Geometria
Ao tentarem automatizar os métodos tradicionais de demonstração, 
muitos dos métodos da área da inteligência artificial introduzem pon-
tos auxiliares de forma a que determinados postulados se possam 
aplicar à demonstração. Estas aproximações levam a uma explosão 
combinatória no espaço de procura. O desafio é então o de, utilizan-
do heurísticas, minimizar o número de passos necessários, evitando,  
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desse modo, a explosão combinatória no espaço das soluções possí-
veis. Exemplos de métodos deste tipo incluem aproximações por Ge-
lernter [21], Nevins [38], Elcock [18], Greeno et al. [23], Coelho e Pereira 
[14], Chou Gao, e Zhang [9].

Os métodos sintéticos tentam automatizar os métodos usuais de de-
monstração em geometria de forma a conseguir demonstrações legí-
veis por matemáticos.

Em 1950 Gelernter criou um demonstrador automático de teoremas 
que era capaz de achar solução para problemas em geometria plana ao 
nível dos livros de estudo do ensino secundário. Era baseado na simu-
lação dos métodos humanos tendo sido considerado, na altura, como 
um caso exemplar na área da inteligência artificial [21].

Vejamos a seguinte conjetura geométrica e como os métodos sintéti-
cos, como o proposto por Gelernter, a tentam demonstrar.

Teorema 1 Seja ABCD um paralelogramo (i.e. AB||CD, BC||AD) e E o ponto 
de interseção de AC e BD. Então tem ‑se que AE = EC.

A conjetura expressa -se da seguinte forma: 

elementos geométricos[(H1  · · ·  Hr) ⇒ G]

Figura 1. Propriedade das Diagonais de um Paralelogramo
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Neste caso concreto, ter -se -ia (ver Figura 1):

pontos (A, B, C)  AB||CD  AD||BC  col(E, A, C)  col(E, B, D) ⇒ AE = EC,

com col(E, B, D) a significar que  os pontos A, B e C são colineares. O fac-
to de que os pontos A, B e C são objetos livres, isto é, universalmente 
quantificados, é representado por pontos (A, B, C).

A demonstração é efetuada por encadeamento retrógrado, isto é, par-
tindo da conclusão, G, procura -se no conjunto de regras de inferência e 
axiomas uma regra da seguinte forma

[(G1  · · ·  Gr) ⇒ G].

Este processo repete -se para os novos sub -objetivos (G1  · · ·  Gr) 
até que todos os sub -objetivos sejam axiomas ou hipóteses. É usual 
representar a demonstração através de uma “árvore de demonstração” 
conjunção ‑disjunção. Esta “árvore” terá como raiz a conclusão da con-
jetura, ramificando ‑se à medida que os novos sub ‑objetivos são encon-
trados e, se a conjetura for válida, terá como “folhas” somente axiomas 
ou as hipóteses da conjetura.

Lendo a árvore de demonstração (ver Figura 2) vê -se que da conclusão 
que se pretende obter se “sobe” por aplicação da regra ΔECD ,  ΔEAB 
⇒ AE = EC, para este sub -objetivo aplicar -se -ia a regra: AB = CD∠AEB 
= ∠CED∠ECD = ∠EAB ⇒ ΔECD ,  ΔEAB. Olhando para a árvore de de-
monstração verifica ‑se que, neste caso concreto, é possível “fechar” esta 
árvore tendo como folhas da mesma somente axiomas ou hipóteses 
da conjetura (ou, como está representado na Figura 2, o valor de ver-
dade V).

Para demonstrar a congruência dos triângulos recorre -se ao facto de 
que ∠CAD = ∠ACB, o que se deve ao facto de os dois ângulos em ques-
tão serem ângulos alternos internos das retas paralelas AB e CD, no en-
tanto para tal assumiu -se o facto “trivial” que os pontos D e B estão em 
lados opostos da reta AC. Este último facto é mais difícil de estabelecer 
de forma automática do que a afirmação inicial.

Para poder desenvolver as demonstrações sintéticas de forma eficiente 
vários autores sugerem a utilização das construções geométricas como 
auxiliares ao processo demonstrativo. Duas utilizações possíveis de um 
modelo geométrico [14]:
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• o diagrama como um filtro (um contra ‑exemplo);

• o diagrama como um caso exemplar (um exemplo sugerindo 
uma eventual conclusão).

Figura 2. Árvore de demostração do Teorema 1

A introdução de novos pontos é vista como uma forma de explicitar 
mais informação proveniente do modelo [14].

Por outro lado, é dito que um demonstrador deve poder combinar um 
encadeamento retrógrado com um encadeamento direto aquando da 
execução [14].

Embora tivessem havido muitos desenvolvimentos referentes a estra-
tégias e heurísticas de demonstração, o problema da explosão com-
binatória no espaço das soluções continua a ser a maior dificuldade a 
enfrentar por estes tipos de métodos. É de notar que as aproximações 
da IA não são procedimentos de decisão, isto é, procedimentos capazes 
de determinar se uma fórmula arbitrária P é válida (ou não).

A despeito de alguns sucessos parciais e de melhoramentos significa-
tivos, os vários esforços nessa direção não conduziram ao desenvolvi-
mento de nenhum demonstrador automático de teoremas, eficiente e 
capaz de demonstrar um grande número de conjeturas geométricas 
[1,13, 14, 22, 30, 40].
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2. Sistemas de Geometria Dinâmica

O prémio Turing de 1988 foi atribuído a Ivan Sutherland, pelo seu tra-
balho pioneiro na área dos grafismos computacionais. O programa Ske‑
tchpad mudou a forma como as pessoas interagiam com os computado-
res, de uma forma não gráfica, para uma forma gráfica [51]. O programa 
Sketchpad pode ser considerado como o ponto de origem para os atuais 
programas de conceção gráfica assistida por computador, CAD, no acró-
nimo derivado do Inglês Computer ‑Aided Drafting.

Não desmerecendo dos programas de CAD, eles pouco têm de interes-
sante para o praticante de geometria. Falta -lhes umas “gotas de inte-
ligência geométrica” para nos serem úteis. Então o que são e como se 
distinguem dos CAD, os sistemas de geometria dinâmica?

A palavra “dinâmica” esconde muito mais do que aquilo que aparenta à 
primeira. Não se trata de um dinamismo no sentido de animação, mo-
vimento de objetos geométricos. Trata -se da movimentação de certos 
elementos de uma dada construção geométrica, preservando as pro-
priedades da mesma. 

Os programas de geometria dinâmica (DGS) estão baseados numa 
teoria construtiva da geometria [54] permitindo a realização de cons-
truções geométricas a partir de objetos livres e de construções ele-
mentares. A natureza dinâmica de tais programas permite aos seus 
utilizadores manipular as posições dos objetos livres (objetos quanti-
ficados universalmente), preservando as propriedades geométricas da 
construção. Vejamos o seguinte resultado, referente a uma propriedade 
dos triângulos isósceles retângulos.

Figura 3. Propriedade de um Triângulo Isósceles Retângulo.
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Teorema 2 Seja ∆ABC um triângulo isósceles retângulo com o ângulo reto 
em A. Seja E um ponto na aresta AB do triângulo. Seja D a interseção da 
linha que passa por E e é paralela à aresta BC e à linha AC. Sejam f e g 
duas retas perpendiculares com a linha CE e que passam pelos pontos D e 
A respetivamente, e sejam F e G as interseções das retas f e g com a hipo‑
tenusa BC. Então tem ‑se que o ponto G é o ponto médio do segmento FB.

A construção de uma tal figura geométrica (ver Figura 3) é de muito 
fácil execução num programa como o GeoGebra1.  Além disso podemos 
explorar o carácter dinâmico deste DGS para verificar que a manipu-
lação dos objetos livres (pontos A, B e E) não altera a propriedade em 
estudo.

Temos de ter em atenção que esta manipulação dinâmica da figura, 
embora muito apelativa, não providencia uma demonstração da con-
jetura geométrica, trata -se somente de uma validação da mesma num 
número finito de casos, no modelo Cartesiano. É interessante notar 
uma outra situação: o GeoGebra possui uma opção de verificação da 
relação entre dois objetos “(a  b)”. Se a aplicarmos às retas f e g ele 
vai responder ‑nos que “as retas f e g são paralelas, verificado numeri-
camente”. Mas, como o próprio programa refere, este é um resultado 
verificado numericamente e não formalmente2. Uma recente evolução 
do GeoGebra introduz a demonstração formal de algumas proprieda-
des geométricas, passa a ser possível pedir a validação formal de uma 
dada propriedade da construção [2].

Os DGS revelam -se excelentes substitutos para os “velhinhos” instru-
mentos: régua e compasso. O seu carácter dinâmico permite estabele-
cer uma primeira ponte entre os modelos e as teorias da Geometria.

Veja -se, por exemplo, o seguinte teorema geométrico (ver Figura 4):

Teorema 3 (Teorema de Ceva) Seja ∆ABC um triângulo e P um ponto arbi‑
trário do plano. Seja D a interseção de AP e BC, E a interseção de BP e AC e 
F a interseção CP e AB. Então temos que:

 

1 http://www.geogebra.org/cms/

2 Numa utilização anterior chegou a obter ‑se o resultado “as retas f e g não são paralelas”.

AF BD CE = 1.
FB DC EA 
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Usemos agora o programa GCLC3 para fazer a representação gráfica 
deste resultado. O programa GCLC é um programa de geometria dinâ-
mica que incorpora vários demonstradores automáticos de teoremas 
para a geometria.

Figura 4. Teorema de Ceva.

Podemos, a exemplo do que já fizemos no exemplo anterior, manipular 
a construção movendo os objetos livres, isto é, aqueles que estão im-
plicitamente quantificados universalmente, neste caso os pontos A, B, 
C e P. Se à construção adicionarmos os comprimentos dos segmentos 
atrás referidos formando a equação pretendida podemos, a menos de 
imprecisões numéricas, confirmar o resultado.

Mas, usando a sintaxe do GCLC, podemos acrescentar o seguinte à 
construção

3 http://www.emis.de/misc/software/gclc/

A

BC D

FE

P
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     prove { equal { mult  { mult
                             { sratio A F F B }
                             { sratio B D D C }
                           }
                           { sratio C E E A }
                   }
             1
           }

não é mais do que a equação AF BD CE = 1FB DC EA 
 expressa na sintaxe do GCLC 

e o pedido para  que a mesma seja formalmente  demonstrada.

Este é um resultado que é facilmente demonstrado por qualquer um 
dos demonstradores automáticos de teoremas embutidos no GCLC, 
com tempos de execução abaixo das milésimas de segundo. Além da 
demonstração do resultado, o programa também nos indica que o 
resultado é válido, mas não no caso mais geral. É necessário ter em 
conta os casos degenerados, para este resultado verifica ‑se que o pon-
to P não pode pertencer a nenhuma das retas paralelas aos lados do 
triângulo e que passam pelo vértice oposto (as linhas a pontilhado na 
construção da Figura 4).

Como veremos na próxima secção, os GATP podem ser úteis, tanto na 
verificação da correção de uma dada construção, como na demonstra-
ção formal de uma dada conjetura geométrica. Se o método de de-
monstração usado pelo GATP for geométrico, e não algébrico, a própria 
demonstração pode ser um objeto de estudo.

3. Demonstração Automática de Teoremas Geométricos

Existem duas aproximações possíveis principais quando se trata da au-
tomação da demonstração em geometria. Os métodos sintéticos e os 
métodos algébricos.

Os métodos algébricos têm as suas raízes nos trabalhos de Descar-
tes e na tradução de um problema geométrico num problema algé-
brico. A automação da demonstração de acordo com esta aproximação 
começou com o método da eliminação dos quantificadores de Tarski 
[52] tendo tido muitos melhoramentos desde então [15]. O método do 
conjunto característico, também designado por método de Wu -Ritt [5, 
56], o método de eliminação [55], o método das bases de Gröbner [29] 
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e a aproximação das álgebras de Clifford [31] são exemplos de mé-
todos algébricos já implementados computacionalmente. Todos estes 
métodos têm em comum o facto de se basearem em manipulações 
algébricas, sem relação com os processos habituais de demonstração 
geométricas. As demonstrações são muito difíceis, se não impossíveis, 
de seguir dada a complexidade das manipulações sobre polinómios já 
de si complexos. Na secção 3.1 apresenta -se de forma breve o método 
de Wu -Ritt.

Uma segunda aproximação à automação da demonstração em geome-
tria é dada pelos métodos sintéticos. Como já vimos na secção 1.1, esta 
foi uma área muito ativa, utilizando métodos da inteligência artificial, 
nas décadas de 1950 e 1960. Um tipo de métodos que estão, podemos 
assim dizer, a meio caminho entre estas duas aproximações são os, as-
sim designados, métodos livres de coordenadas. Neste tipo de métodos 
as demonstrações combinam inferências geométricas com manipula-
ções algébricas conseguindo demonstrar muitos teoremas complexos 
da geometria de forma eficiente e, em geral, com demonstrações sucin-
tas e legíveis por um matemático. Na secção 3.2 apresenta -se o método 
da área, um método representativo deste tipo de aproximação.

3.1. Métodos Algébricos

O método de Wu -Ritt e o método das Bases de Gröbner [7] são dois 
dos métodos algébricos com um maior número de implementações 
atualmente (veja -se [28, 59], entre outros). O método de Wu -Ritt é um 
método capaz de demonstrar automaticamente um grande número de 
construções. O método é completo para proposições geométricas que 
envolvam somente igualdades em geometria métrica, um sub -conjunto 
da geometria Euclidiana, no qual as construções geométricas seguem 
um certo conjunto de passos construtivos [7, 57, 58].

Vejamos este método por meio de um exemplo. Relembrando o teore-
ma 1 (ver Figura 1).

Teorema 4 Seja ABCD um paralelogramo (i.e. AB||CD, BC||AD) e E o ponto 
de interseção de AC e BD. Então tem ‑se que AE = EC.

Só três dos objetos da construção são objetos livres (implicitamen-
te quantificados universalmente). Sejam eles A, B e C. Para simplificar 
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podemos situar a reta AB sobre o eixo das abcissas com A na origem, 
isto dar -nos -ia, A(0, 0), B(u1, 0), C(u2, u3), D(x2, x1) e E(x3, x4), em que a dis-
tinção entre variáveis livre e dependentes é -nos dada  pela diferente 
designação, u e x. Pretende -se demonstrar que g = 2u2x4+2u3x3–u2

3– u2
2 

= 0, isto é que AE = EC.

Usando as equações das retas AD e CD obtém -se as coordenadas do 
ponto D. Usando as equações das retas BD e AC obtém -se as coordena-
das do ponto E. Podemos então substituir estas soluções no polinómio 
g verificando se o mesmo é, ou não, igual a zero.

Para x1 e x2 temos as seguintes duas equações:

h1 = u1x1 − u1u3 = 0 AB||DC

h2 = u3x2 − (u2 − u1) x1 = 0 DA||CB

Para x3 e x4 temos também duas equações:

h3 = x1x4 − (x2 − u1) x3 − u1x1 = 0 E está em BD

h4 = u3x4 − u2x3 = 0 E está em AC

Resolvendo estes sistemas de equações vai obter -se x1 = u3, x2 = u2 − u1, 
x3 = u3 /2 e x4 = u2 /2. Substituindo estes valores em g tem -se que g = 0. 
Em consequência podemos afirmar que se demonstrou o teorema.

Esta solução não é isenta de problemas dado que não estabelece as 
condições de não degenerescência, isto é, não estabelece nenhuma 
condição sobre a qual a propriedade não é válida. Para este caso con-
creto temos que assumir que u1 ≠ 0 e que u3 ≠ 0, isto é, que os pontos 
A, B e C não são colineares.
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O Método de Wu ‑Ritt

O método de Wu -Ritt é um método de demonstração automática de 
teoremas geométricos para os quais, na sua forma algébrica, as hipó-
teses e as conclusões podem ser expressas por equações polinomiais.

Para essas proposições geométricas e após adotar um sistema de coor-
denadas apropriado, as hipóteses e a conclusão podem ser expressas 
como um conjunto de equações polinomiais:

h1(u1, ... , ud, x1, ... , xi) = 0

h2(u1, ... , ud, x1, ... , xi)

…

= 0

hn(u1, ... , ud, x1, ... , xi) = 0

g(u1, ... , ud, x1, ... , xi) = 0

onde h1, ... hn, g são equações polinomiais em Q [u1 ... , ud, x1, ... , xi] (Q 
o corpo dos números racionais), u1 ..., ud são parâmetros ou variáveis 
independentes e as variáveis x1, ..., xi são algebricamente dependentes 
dos u’s.

Revendo a demonstração do teorema 1. A formulação inicial do proble-
ma é dada por:

(h1 = 0  h2 = 0  h3 = 0  h4 = 0) ⇒ g = 0.

No entanto, como já vimos acima, esta fórmula não é válida dado que 
as condições de não degenerescência não foram acrescentadas às hi-
póteses. Nem sempre é fácil conseguir descortinar qual é o conjunto 
completo de condições de não degenerescência (ndg), o método de 
Wu -Ritt vai permitir desenvolver a demonstração de tal forma que no 
fim obtém ‑se as condições de não degenerescência.

A demonstração prossegue por triangulação das hipóteses usando 
pseudo -divisões de polinómios. É necessário que cada sucessivo po-
linómio nas hipóteses introduza uma variável dependente. Verifica ‑se 
que o polinómio h3 não está nessas condições dado que introduz duas 
variáveis dependentes, x3 e x4. Por um simples processo de eliminação 
obtemos o sistema de equações na forma triangular em que f3 é dado 
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pelo pseudo -resto (prm) da divisão de h4 por h3 em x4, denotado por 
f3 = prm(h4, h3, x4):

f1 = u1x1 − u1u3 = 0

f2 = u3x2 − (u2 − u1) x1  = 0

f3 = (u3x2 – u2x1− u1 u3) x3 + u1 u3x1 = 0

f4 = u3x4 − u2x3 = 0

A demonstração desenvolve -se por sucessivas pseudo -divisões:

Dado que R0 = 0, temos que o teorema  é verdadeiro,  sujeito  às condi-
ções de não degenerescência que advêm da fórmula do resto para as 
sucessivas pseudo -divisões de g com respeito a uma fórmula triangular 
f1, f2, ..., fr:

na qual os Ik são os coeficientes iniciais de fk em xk.

Temos então que, dado que R0 = 0, então g = 0 sujeito as condições  
adicionais Ik ≠ 0 (k = 1, ..., r).

Para este exemplo ter -se -ia.

I1   =   u1 ≠ 0

I2   =   u3 ≠ 0

I3   =   u3x2 − u2x1 − u1u3 ≠ 0

I4   =   u3 ≠ 0

ou, geometricamente, A, B e C são não colineares e AC e BD 
intersectam -se.

R3 = prm(g, f4, x4) = 2(u23 + u22)x3 − u33 − u22u3

R2 = prm(R3, f3, x3) = (−u43 − u22u
2
3)x2 + ((u2 − 2u1)u

3
3 + (u32 − 2u1u

2
2)u3)x1 +

+u1u
4
3 + u1u

2
2u

2
3

R1 = prm(R2, f2, x2) = (−u1u
4
3 − u1u

2
2u

2
3)x1 + u1u

5
3 + u1u

2
2u

3
3

R0 = prm(R1, f1, x1) = 0
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179

ALAN TURING: CIENTISTA UNIVERSAL

A implementação deste método no sistema GCLC permite a demonstra-
ção deste resultado em menos de uma milésima de segundo de tempo 
de execução no processador central (CPU).

Os demonstradores automáticos de teoremas baseados neste método 
são em geral muito eficientes, provando centenas de teoremas geomé-
tricos com tempos de CPU da ordem dos poucos segundos [7,41]. As de-
monstrações desenvolvem -se através de manipulações algébricas não 
permitindo o estabelecer de ligações com a geometria que não sejam, 
no fim da demonstração, a validação, ou não, de uma dada conjetura 
geométrica.

3.2. Métodos Livres de Coordenadas (Semi ‑Sintéticos)
Os, assim designados, métodos livres de coordenadas são métodos 
em que as demonstrações combinam inferências geométricas com 
manipulações algébricas. As suas implementações são capazes de 
demonstrar muitos teoremas complexos da geometria de forma efi-
ciente. Exemplos de métodos deste tipo são, por exemplo, o método 
da área, o método do ângulo pleno, o método para a geometria dos 
sólidos [8, 11, 12].

Nesta secção vamos focar o método da área, um método desenvolvido 
por Chou et al. [9, 10,12] para um fragmento da geometria Euclidiana.

As várias implementações deste método [12, 28, 36, 48] são capazes de 
provar, de forma eficiente, centenas de teoremas geométricos comple-
xos. Este método é ainda capaz de gerar demonstrações tradicionais, 
concisas e fáceis de seguir por um matemático. As demonstrações são 
formadas por passos de inferências geométricas entrecruzadas com 
manipulações algébricas. Nem sempre as demonstrações são concisas 
e fáceis de seguir por um matemático, em alguns casos a complexidade 
das manipulações algébricas sobrepõe -se às restantes manipulações 
de carácter geométrico.

A ideia principal do método consiste no expressar das hipóteses do 
teorema através de um conjunto de “pontos livres”, isto é, pontos que 
são implicitamente quantificados universalmente, e de um conjunto de 
passos construtivos, sendo que cada um destes passos vai introduzir 
um novo ponto. No fim a conclusão é expressa como uma igualdade 
entre dois polinómios em quantidades geométricas próprias do método 
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da área, sendo que, para expressar estas quantidades geométricas, não 
será necessário usar coordenadas geométricas. A demonstração é en-
tão desenvolvida em sentido contrário, por eliminação dos pontos in-
troduzidos utilizando para tal um conjunto de lemas próprios do méto-
do. Após a eliminação de todos os pontos introduzidos, a igualdade que 
expressa a conjetura a demonstrar colapsa numa igualdade entre duas 
quantidades racionais envolvendo unicamente os pontos livres. Se as 
expressões em ambos os lados da igualdade são iguais, a conjetura é 
um teorema, caso contrário, não é um teorema.

O método da área é um procedimento de decisão para um fragmento 
da geometria Euclidiana do plano. O método lida com problemas colo-
cados como uma sequência de passos geométricos construtivos.

Vamos introduzir este método utilizando para tal o teorema de Ceva 
(Teorema 3) como exemplo, reproduzindo aqui de novo a figura, mas 
numa nova configuração feita utilizando o GeoGebra (ver Figura 5). 
Não se pretende aqui ser exaustivo, introduzindo somente o necessário 
para poder seguir a construção, o estabelecer da conjetura e o demons-
trar da mesma, para este exemplo concreto. Para todos os detalhes ver 
o artigo [27].

Figura 5. Teorema de Ceva.

7 FERRAMENTAS INTELIGENTES PARA A GEOMETRIA
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A construção O fragmento da geometria Euclidiana determinado pe-
las entidades geométricas e correspondentes propriedades (ver mais 
à frente) permite expressar as noções de ponto, linha, círculo, assim 
como as diferentes relações entre estes elementos.

Para poder expressar uma conjetura no fragmento da geometria referi-
do acima, as construções geométricas têm de ser expressas como uma 
sucessão de construções elementares, as quais introduzem os pontos 
livres, assim como os pontos obtidos através dos diferentes passos 
construtivos. Estes passos construtivos elementares vão constituir as 
hipóteses das conjeturas que pretendemos demonstrar. É de notar que 
as condições de não degenerescência que alguns destes passos cons-
trutivos introduzem foram omitidas (para mais detalhes, ver [27]).

CE1 construção de um ponto arbitrário (pontos livres);

CE2 construção de um ponto Y, interseção de duas retas UV e PQ. 

condição -ndg: UV ∦ PQ; U ≠ V ; P ≠ Q.

graus de liberdade para Y: 0

No total tem -se cinco construções elementares, sendo que somente 
quatro é que introduzem novos pontos.

No caso do exemplo que estamos a descrever ter ‑se ‑ia: os pontos A, 
B, C e P são pontos livres (CE1), pontos quantificados universalmente 
de forma implícita. O ponto D é definido como sendo a interseção das 
retas BP e AC (CE2). Os pontos E e F são construídos de forma similar 
(CE2).

Para este problema um conjunto inicial de condições de não dege-
nerescência é dado por F ≠ B, D ≠ C e E ≠ A. É de notar também que 
o ponto P não é um ponto completamente arbitrário do plano. Na 
verdade as condições de não degenerescência acima referidas são um 
caso particular das condições que estabelecem que o ponto P não pode 
pertencer a nenhuma das retas paralelas aos lados do triângulo e que 
passam pelo vértice oposto (ver Figura 4).
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Estabelecendo a Conjetura Como já foi dito acima, um dos problemas 
chave na automação das demonstrações é o controlo da explosão com-
binatória no espaço das soluções. Este efeito ocorre devido ao número 
de configurações similares, mas diferentes, que têm de ser analisadas. 
Por exemplo, dados três pontos A, B e C, quantos triângulos são de-
finidos por estes três pontos? Pode ‑se argumentar que a resposta é 
um único triângulo, no entanto, do ponto de vista sintático, e as má-
quinas de Turing são máquinas de manipulação de símbolos, os triân-
gulos ABC e ACB são diferentes. Para reduzir a explosão combinatória, 
mas também para assegurar um raciocínio rigoroso, é necessário 
estabelecer relações de ordem, tais como segmentos de reta orienta‑
dos, dois triângulos com a mesma orientação, etc. Estas relações não são 
absolutas, se se fala de um sentido positivo é só em contraposição a 
um sentido negativo. O efeito pretendido é somente o de estabelecer 
formas normais que nos permitam dizer que, por exemplo, um dado 
conjunto de três pontos define um, e um só, triângulo.

Para estabelecer e demonstrar conjeturas geométricas, o método da 
área define um conjunto de quantidades geométricas, as quais permitem 
tratar as relações de incidência em geometria.

Definição 1 (Razão entre Segmentos Orientados Paralelos) Se os pontos 
A, B, C e D são colineares, a razão entre segmentos orientados paralelos, 
denotado AB

CD
 é a razão entre os comprimentos dos segmentos orientados  

AB e CD. Se os pontos A, B, C e D são não colineares e verifica -se que AB||CD, 
existe um paralelogramo ABPQ tal que P, Q, C e D são colineares e então  
AB =QP
CD   CD

 . 

Definição 2 (Área com Sinal) Dado o triângulo ABC, a área com sinal do 
triângulo, denotada por SABC é a área do triângulo ABC, eventualmente 
com sinal negativo caso o triângulo ABC tenha a orientação negativa.

Definição 3 (Diferença Pitagórica) A diferença Pitagórica denotada por 
PABC, para os pontos A, B e C, é definida por PABC =  AB2 + CB2 – AC2.

A diferença Pitagórica é a generalização de igualdade de Pitágoras 
para triângulos retângulos, para uma expressão aplicável a um qual-
quer triângulo. Para um triângulo retângulo tem -se PABC = 0.

7 FERRAMENTAS INTELIGENTES PARA A GEOMETRIA
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  Um primeiro conjunto de lemas dá -nos as propriedades algébricas 
que as quantidades geométricas possuem, manipulações que permi-
tem encarar estas quantidades geométricas como “formas normais” 
representativas das construções geométricas que queremos manipular. 
Apresentam -se de seguida algumas dessas propriedades [27, 44]:

• PQ =
AB

– QP =
AB

QP =
BA

– PQ
BA .

• PQ =
AB 0 sse P=Q.

• SABC = SCAB = SBCA =  ‑ SACB =  ‑ SBAC =  ‑ SCBA.

• PAAC =0.

• PABC = PCBA.

Um segundo conjunto de lemas, os assim designados lemas de elimi‑
nação, relacionam entre si as quantidades geométricas permitindo a 
eliminação dos pontos introduzidos aquando da construção.

Para demonstrar a conjetura 3 necessitamos somente do primeiro de 
um total de treze lemas de eliminação.

LE1 Seja M a interseção de duas retas paralelas AB e PQ com Q≠P. 
Temos então que

PM =
QM

 SPAB / SQAB ;   PM =
PQ

 SPAB / SPAQB ;   QM =
PQ

 SQAB / SPAQB .

Através das quantidades geométricas, das suas propriedades e lemas, o 
método da área permite expressar muitas das propriedades usuais em 
geometria (ver Tabela 1).

No exemplo, a conjetura 3 é expressa usando razões entre segmentos 
orientados paralelos entre si.
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Tabela 1. Propriedades Geométricas – Método da área.

A demonstração. A demonstração da conjetura é baseada na elimi-
nação de todos os pontos obtidos por construção, isto é, pretende -se 
expressar a igualdade a demonstrar em termos dos objetos livres, os 
quais, relembrando, estão implicitamente quantificados universalmen-
te. Se a igualdade, expressa somente em termos dos pontos livres, é de-
monstrável, então a conjetura estabelecida inicialmente é um teorema.

Temos então que, para poder provar uma dada conjetura geométrica 
através do método da área, é necessário:

• Expressar a hipótese do teorema como um conjunto de pas-
sos construtivos. Cada passo construtivo introduz um novo 
ponto.

• A conclusão é expressa em termos de uma igualdade poli-
nomial sobre as quantidades geométricas. A conclusão não 
contém nenhuma referência a um qualquer sistema de coor-
denadas.

• A demonstração decorre por eliminação dos pontos anterior-
mente introduzidos, por ordem inversa, usando para tal os 
lemas que expressam as propriedades das quantidades geo-
métricas introduzidas.

Propriedade Geométrica em termos das Quantidades Geométricas

os pontos A e B são idênticos PABA = 0
os pontos A, B e C são colineares SABC = 0
AB é perpendicular a CD PABA �= 0 ∧ PCDC �= 0 ∧ PACD = PBCD

AB é paralela a CD PABA �= 0 ∧ PCDC �= 0 ∧ SACD = SBCD

O é o ponto médio de AB SABO = 0 ∧ PABA �= 0 ∧ AO
AB

= 1
2

AB tem o mesmo comprimento de
CD

PABA = PCDC

A, B, C eD são pontos harmónicos SABC = 0 ∧SABD = 0 ∧PBCB �= 0 ∧PBDB �= 0 ∧
AC
CB

= DA
DB

o ângulo ABC tem a mesma am-
plitude que DEF

PABA �= 0 ∧ PACA �= 0 ∧ PBCB �=
0 ∧ PDED �= 0 ∧ PDFD �= 0 ∧
PEFE �= 0∧ SABC · PDEF = SDEF · PABC

A e B pertencem ao mesmo arco de
ćırculo CD

SACD �= 0 ∧ SBCD �= 0 ∧ SCAD · PCBD = SCBD ·
PCAD

7 FERRAMENTAS INTELIGENTES PARA A GEOMETRIA
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Adicionalmente é necessário verificar a condições de não degeneres-
cência das construções. Para este exemplo concreto, a demonstração 
pode decorrer desta forma:

O demonstrador automático de teoremas GCLC finalizaria com as con-
dições de não degenerescência que são necessárias verificar para que 
a conjetura possa ser demonstrada, assim como alguns dados sobre 
como a demonstração decorreu (alguns detalhes foram omitidos).

((
AF
FB

· BD
DC

)
· CE
EA

)
= 1 conjectura

(((
−1 · AF

BF

)
· BD
DC

)
· CE
EA

)
= 1 simplificação algébrica

(
−1 ·

(
AF
BF

·
(
BD
DC

· CE
EA

)))
= 1 simplificação algébrica

(
−1 ·

(
SAPC
SBPC

·
(
BD
DC

· CE
EA

)))
= 1 o ponto F é eliminado (lema LE1)

(
−1 ·

(
SAPC
SBPC

·
(
BD
DC

·
(
−1 · CE

AE

))))
= 1 simplificação geométrica

(
SAPC ·

(
BD
DC

·CE
AE

))

SBPC
= 1 simplificação algébrica

(
SAPC ·

(
BD
DC

·SCPB
SAPB

))

SBPC
= 1 o ponto E é eliminado (lema LE1)

(
SAPC ·

((
−1·BD

CD

)
·SCPB
SAPB

))

(−1·SCPB) = 1 simplificação geométrica
(
SAPC ·BD

CD

)

SAPB
= 1 simplificação algébrica

(
SAPC ·SBPA

SCPA

)

SAPB
= 1 o ponto D é eliminado (lema LE1)

(
SAPC · SBPA

(−1·SAPC)

)

(−1·SBPA) = 1 simplificação geométrica

1 = 1 simplificação algébrica
Q.E.D.
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NDG conditions are:

S BPA =  S CPA  i.e., lines BC  and P A  are not parallel
(construction based assumption) (...)
P  FBF  =  0    i.e., points F  and B  are not identical
(conjecture based assumption) (...)
Number of elimination proof steps:      3
Number of geometric proof steps:        6
Number of algebraic proof steps:       23
Total number of proof steps:           32
Time spent by the prover: 0.000 seconds

Este exemplo serve para ilustrar a forma de expressar um problema 
usando as quantidades geométricas próprias do método da área e 
como o demonstrar. Este é também um caso exemplar, mesmo que se 
mostrassem todos os detalhes da demonstração (alguns passos de ma-
nipulações algébricas foram omitidos) esta continuava muito fácil de 
seguir.

Implementação do método   O programa GCLC possui uma implemen-
tação deste método [26] o qual, de forma eficiente, permite demonstrar 
centenas de conjeturas geométricas (ver os sistemas GeoThms [43] e 
TGTP [41]). No entanto nem sempre temos resultados satisfatórios.

Alguns dos pontos menos positivos deste método são:

• As quantidades geométricas definidas não são as usuais. É ne-
cessário estudar este método particular para poder desenvol-
ver demonstrações através dele.

• Como é evidente dos passos construtivos elementares intro-
duzidos para expressar as conjeturas que podem ser demons-
tradas por este método, nem todas as construções geométri-
cas usuais podem ser expressas desta forma.

• Nem sempre as demonstrações são curtas e fáceis de seguir. 
Em alguns casos as manipulações algébricas envolvidas tor-
nam a demonstração difícil de seguir.

7 FERRAMENTAS INTELIGENTES PARA A GEOMETRIA
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Vejamos um outro exemplo (exemplo 84 [6, pg 145]). Neste caso temos 
uma formulação do problema “normal”, isto é, sem ser necessário usar 
de forma explícita as quantidades próprias do método da área, e dentro 
do fragmento da geometria determinado pelo método da área. Pela ne-
gativa temos que a demonstração produzida está longe de ser legível.

Teorema 5 Uma linha que passe pela ponto O, interseção das diagonais de 
um paralelogramo ABCD intersecta as retas definidas pelos quatro lados 
do paralelogramo em E, F, G, H. Mostre que EF = GH (ver Figura 6).

Utilizando a linguagem do sistema GCLC podemos expressar esta con-
jetura da seguinte forma: 

    % Definição dos Pontos Livres A, B e C
    point A 30 30   point B 110 30   point C 90 80
    % Construção do Ponto D
    line ab A B   line bc B C
    parallel cd C ab   
    parallel ad A bc
    intersec D cd ad
    % Definição (aleatória) do ponto H (na linha BC)
    online H B C
    % Construção do Ponto O
    line bd B D   
    line ac A C
    intersec O ac bd
    % Construção dos Pontos F, G e E
    line oh O H
    intersec F oh cd   
    intersec G oh ab   
    intersec E oh ad
    % A conjectura EF = GH
    prove { equal { sratio E F G H } { 1 } }
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Figura 6. Exemplo 84 de [6].

É de notar que as coordenadas dos pontos A, B e C, os pontos livres da 
construção, são somente necessárias para a visualização da construção, 
não sendo usadas na demonstração.

O GCLC consegue demonstrar este teorema em 46,559s de tempo de 
CPU e em 7903 passos, dos quais 6333 são manipulações algébricas, 
1127 manipulações geométricas e 443 aplicações dos lemas de elimi-
nação, o documento contendo a prova tem 44 páginas. Estes números 
já não são compatíveis com uma demonstração que se possa conside-
rar curta e legível.

Como já foi referido dentro desta categoria de métodos temos ainda o 
método do ângulo pleno [8], também para a geometria plana mas per-
mitindo considerar problemas com que o método da área não lida, e o 
método para a geometria dos sólidos [11], que, como o próprio nome 
indica, aplica -se à geométrica dos sólidos Euclidianos.

A B

C
D

F

G

O

H

E
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4. Formalização da Geometria

Uma das áreas da ciência da computação muito ativa atualmente, 
centrando à sua volta o esforço de muitos investigadores, é a área da  
formalização da matemática (por exemplo, [16, 17, 24, 27, 32, 33, 34, 35, 
36], entre outros). De certa forma esta área constitui um completar do 
círculo. Da máquina de Turing, formalização matemática do conceito 
de computação, até à utilização dos computadores para ajudar no es-
forço de formalização das várias áreas da matemática. A geometria não 
escapa a esse esforço de formalização. Por formalização da geometria 
entende ‑se a possibilidade de mecanização das demonstrações, de for-
ma a que as mesmas possam ser executadas de uma forma sintática, 
desde as hipóteses até à conclusão por uma estrita aplicação das re-
gras de inferência, sem recurso, em nenhuma parte da demonstração, 
à intuição.

De Euclides a Tarski, passando por Hilbert, a geometria teve um papel 
central na história da demonstração em matemática. Euclides é consi-
derado como um dos precursores do método axiomático. Nos Elementos 
Euclides [19] estabelece um conjunto de postulados, proposições su-
postas verdadeiras à evidência e que como tal não passíveis de serem 
demonstradas. Através unicamente de regras lógicas, ele deduziu todos 
os resultados que entretanto tinham sido estabelecidos. Os Elementos 
constituíram, num certo sentido, o primeiro sistema formal matemático.

No entanto, estudando com todo o rigor as demonstrações feitas por 
Euclides, verifica ‑se que nem sempre as mesmas estão estritamente de 
acordo com o método axiomático. Em algumas das demonstrações cer-
tas etapas, mesmo que parecendo evidentes, não podem ser deduzidas 
a partir do sistema de axiomas definido. A razão para esta falha deve‑
‑se em muitos casos à utilização da intuição, em particular a posição 
relativa de pontos e retas que são implicitamente admitidas.

Por exemplo, nos Elementos, Euclides apresenta uma demonstração do 
teorema lado -ângulo -lado sobre a igualdade de triângulos [36].
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Teorema 6. Se os dois lados de um triângulo ∆ABC e o ângulo formado 
por esses lados são iguais aos lados e ângulo de um outro triângulo ∆DEF, 
então os dois triângulos são iguais.

A demonstração de Euclides é então: deslocar ΔABC de forma a que 
o ponto A coincida com o ponto D e a reta AB coincida com a reta DE. 
O ponto B coincidirá com o ponto E dado que AB = DE. De igual modo 
a reta AC coincidirá com a reta DF dado que ∠BAC = ∠EDF. O ponto C 
coincidirá com o ponto F dado que AC = DF. A reta BC coincidirá com a 
recta EF dado que se viu que os quatro pontos que as definem coinci-
dem dois a dois. Finalmente BC = EF dados que as extremidades dos 
segmentos coincidem. Temos então que ∠ACB = ∠DFE e ∠ABC = ∠DEF.

Q.E.D.

A falha neste raciocínio reside na utilização do termo deslocar. Nada 
nos postulados de Euclides nos diz que podemos utilizar este método 
de sobreposição.

Em 1899 Hilbert propõe uma nova axiomática com a qual se pretendia 
um desenvolvimento perfeitamente rigoroso da matemática, no qual a 
intuição não tivesse nenhum papel a desempenhar no desenvolvimen-
to das demonstrações. Se, para verificar uma demonstração, se pode 
dispensar de todo a intuição, passa então a ser possível verificar meca-
nicamente as demonstrações. Estando perante um teorema, por defini-
ção decidível, é então possível usar um programa de computador para 
verificar as demonstrações e fazê ‑lo de uma forma totalmente formal.

4.1. Formalização do Método da Área

O método da área (ver secção 3.2) foi objeto de formalização no pro-
grama Coq [53], um sistema genérico de demonstração assistida, que 
permite expressar asserções matemáticas e verificar mecanicamente 
as demonstrações dessas asserções.

Utilizando a formalização do método da área [27, 36, 37] todas as pro-
priedades geométricas requeridas pelo método da área foram verifi-
cadas formalmente utilizando o programa Coq, demonstrando deste 
modo a correção do sistema e eliminando as eventuais dúvidas sobre a 
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demonstrabilidade dos lemas do método, e, como consequência direta, 
também sobre as demonstrações efetuadas utilizando o método.

Vejamos como podíamos lidar com o teorema de Ceva (Teorema 3). 
O código Coq faz a importação do módulo referente ao método da área, 
especifica a conjetura assim como as condições de não degenerescên-
cia e finalmente invoca o método area_method para proceder à de-
monstração.

Require Import area_method.

Theorem Ceva :
forall A B C D E F G P : Point,
inter_ll D B C A P ->  inter_ll E A C B P ->  inter_ll F 
A B C P ->
F <> B ->  D <> C ->  E <> A ->
parallel A F F B ->  parallel B D D C ->  parallel C E E A ->
(A ** F / F ** B) * (B ** D / D ** C) * (C ** E / E ** A) = 1.

Proof.
area_method.

Qed.

Como o Coq é um sistema interativo de demonstração, e não um siste-
ma para a geometria dinâmica, a componente da construção da figura 
geométrica está omissa. Por outro lado o método area_method é um, 
assim designado, tactical, isto é uma meta -regra de inferência que au-
tomatiza a aplicação de regras de inferência. Neste caso o método em 
questão automatiza a aplicação do método da área, aplicado ao teore-
ma que se pretende demonstrar.

O resultado da demonstração é o seguinte.

Area method:
initialisation...
elimination...
elimination of point : F
we need to show that:

( - (S A C P / S B C P * (B ** D / D ** C) * (C ** E / E ** 
A)) = 1)

elimination of point : E
we need to show that:

(S A C P / S B C P * (B ** D / D ** C) * (S C B P / S A B P) = 1)
elimination of point : D
we need to show that:
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( - (S A C P / S B C P * (S B A P / S C A P) * (S C B P / S A 
B P)) = 1)

uniformize areas...
simplification...
before field...

Sendo que o Coq necessitou de 3,64 segundos de CPU para completar 
a demonstração. 

Os sistemas computacionais interativos de demonstração tais como o 
Coq e o Isabelle [39, 53] poderão em breve fazer parte da “caixa ‑de‑
-ferramentas” dos matemáticos, permitindo -lhe validar as suas intui-
ções, as suas demonstrações, através da verificação mecânica, total-
mente formal, das mesmas.

5. Ferramentas Inteligentes para a Geometria

Embora a Geometria não tenha sido uma das primeiras áreas a ser 
tratada pelas primeiras “máquinas de Turing”, ela esteve no entanto 
presente em duas (r)evoluções importantes: nos primórdios da área da 
“Inteligência Artificial” e na introdução da componente visual.

Apresento de seguida alguns exemplos4 de sistemas computacionais 
que exploram a ligação entre o visual e o dedutivo.

O sistema geometriagon (polarprof -001 -site1.smarterasp.net/geome-
triagon/) propõe aos seus utilizadores uma série de problemas geomé-
tricos (ver a Figura 7).

4 O portal do projeto Interoperable Interactive Geometry for Europe (http://i2geo.net/) é um local 
a explorar para procurar recursos computacionais na área da geometria.
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Figura 7. geometriagon, Lista de Problemas.

Cada um dos problemas propostos tem um conjunto de ferramentas 
geométricas possíveis de serem utilizadas para a sua resolução, sendo 
que o sistema tem a capacidade de verificar quando é que uma solução 
para o problema foi atingida (ver Figura 8).

Figura 8. geometriagon, Bancada de Trabalho.
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Os problemas são classificados por níveis de dificuldade sendo que 
é possível explorar algumas das construções já efetuadas por outros 
utilizadores. Este é um sistema para os entusiastas das construções 
geométricas com régua e compasso, pois são essas as ferramentas 
(computacionais) que estão disponíveis.

A um nível mais sofisticado estão os programas que associam os siste-
mas de geometria dinâmica com os sistemas de cálculo algébrico e os 
demonstradores automáticos de teoremas (consultar en.wikipedia.org/
wiki/List_of_interactive_geometry_software para uma lista de sistemas 
deste tipo) cujas capacidades variam entre a validação das construções 
que estão a ser efetuadas, à descoberta de propriedades geométricas 
(por exemplo a equação de um dado lugar geométrico), à demonstra-
ção de uma dada conjetura geométrica.

Um sistema muito interessante que faz esta ligação e que além dis-
so tem um acervo muito interessante de demonstrações visuais, por 
exemplo do Teorema de Pitágoras (ver Figura 9), é o sistema JGEX 
(www.cs.wichita.edu/~ye/). A lista de exemplos de demonstrações vi-
suais é bastante extensa (ver Figura 10).

Figura 9. JGEX, Teorema de Pitágoras. 
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Figura 10. JGEX, Lista de Exemplos.

Este sistema além de ser um sistema de geometria dinâmica incorpo-
ra vários demonstradores automáticos de teoremas, os quais podem 
ser usados para demonstrar conjeturas sobre as construções efetua-
das. Além destas componentes o sistema possui a componente das 
demonstrações visuais dinâmicas a qual permite a utilização das duas 
outras componentes para criar de forma manual ou (em alguns casos) 
automática, animações que, usando diferentes efeitos visuais, demons-
tram visualmente e dinamicamente propriedades geométricas. Por 
exemplo o sistema possui uma série de demonstrações visuais dinâmi-
cas do Teorema de Pitágoras, na Figura 9 pode -se ver um “instante” da 
animação (Proof 14), ou acessível através do programa.

Atualmente os sistemas de geometria dinâmica, os demonstradores 
automáticos de teoremas, a formalização da geometria [16, 17, 37] e 
a obtenção de conteúdos geométricos de repositórios de informação 
geométrica [41, 42, 43] constituem recursos computacionais prontos a 
serem desfrutados pelos seus utilizadores. Recursos que permitem aos 
seus utilizadores a exploração do conhecimento geométrico.

Não menos importante é a aplicação destas ferramentas geométricas 
inteligentes em áreas como a educação. Também aqui (r)evoluções im-
portantes estão prestes a acontecer permitindo o desenvolvimento de 
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ambientes de aprendizagem desafiadores das capacidades dos seus 
utilizadores [45, 49, 50].
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