2. 0 problema da decisao e a
maquina universal de Turing

Fernando Ferreira

Em Setembro de 1928, realizou-se em Bolonha o VI Congresso Inter-
nacional de Matematicos. Foi o primeiro congresso em que participou

1 O editor deste volume pediu-me para escrever um texto para um publico nao especialista. Os
meus instintos de profissional impeliram-me a querer dar referéncias, a elaborar, a abordar pontos
subtis, a ndo condescender com formulagdes mais apelativas mas menos corretas. Mas, o que é
facto, é que aceitei o pedido. Acabei por escrever um texto escorrido, quase sem elaboragoes e sem
notas de pé de pagina.Juntei dois apéndices com informagdo adicional que nao quis que figurasse
no texto principal. Observagdes e referéncias (que tentei que fossem em portugués) foram coloca-
dos num anexo denso intitulado “Apontamentos complementares”.
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a Alemanha depois da primeira guerra mundial. A frente da delegacio
alema (a segunda maior, depois da italiana) figurava David Hilbert, tal-
vez 0 maior matematico ao tempo, professor na Universidade de Got-
tingen e ja perto da reforma. Trabalhou e obteve resultados fundamen-
tais e de grande influéncia em algebra, teoria dos nimeros, geometria,
analise e fisica tedrica, mas também se dedicou a légica matematica
e aos fundamentos de matematica. Na sua comunicacao ao congresso,
fez um apelo:

“E claro que, para o completo desenvolvimento desta tarefa, é
necessaria a fervorosa colaboragao da geragao mais jovem de
matematicos.”

De que tarefa falava Hilbert? Tratava-se, sem mais nem menos, de por
a matematica em solo absolutamente seguro. Sem duvida que o leitor
estar-se-a a questionar: - Mas nao é a matematica uma ciéncia com-
pletamente rigorosa? Nao € a matematica absolutamente segura?

E pouco conhecido entre o publico em geral que a matematica sofreu
uma grande transformacao na viragem do século XIX para o século XX,
apenas comparavel ao aparecimento da axiomatica na Grécia antiga
ou a descoberta do calculo infinitesimal por Leibniz e Newton.
A transformacao consistiu essencialmente na aceitacao sem pejo do
infinito atual (o infinito tomado como acabado e nao em poténcia,
como quando se toma a sucessao de todos os numeros naturais 1, 2,
3, ...como algo fechado e completo e nao como um processo sem fim)
e no abandono, por completo, da intuicdo como método de justificacdo
matematica. Foi, também, acompanhada pela aceitagdao de abstragdes
cada vez maiores e cada vez mais afastadas das fontes da fisica e das
aplicagoes. Podemos dar como exemplo os trabalhos dos matematicos
Richard Dedekind e Karl Weierstrass na fundamentagao rigorosa do
calculo infinitesimal e integral. Estes trabalhos puseram em evidéncia
a necessidade do infinito atual no tratamento rigoroso dos numeros
reais. Um numero real (um ponto do continuo da reta) é agora visto
como um ente de natureza infinitaria (um numero real é dado por uma
dizima infinita). Um ponto € um ente infinitario: note o leitor o quao
longe estamos da concegao euclidiana, onde um ponto é aquilo que
nao tem partes! Por sua vez, a criacao por Georg Cantor de uma teoria
extremamente bela e fecunda do infinito atual, em que se distinguem
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varios tipos de infinitos - a teoria dos conjuntos - leva o tratamento do
infinito atual até as suas ultimas consequéncias.

O infinito atual tem sido objeto de desconfianga por parte de fildésofos
e matematicos. Em 1902 cai sobre a comunidade matematica uma es-
pécie de bomba: o paradoxo de Russell. Dada uma qualquer condicao
(p. ex., a condicao de ser homem) podemos considerar a sua extensao
(o conjunto de todos os homens). Normalmente, um conjunto nao é
membro de si proprio. O conjunto de todos os homens nao é um ho-
mem. Mas, por vezes, é-0: 0 conjunto de todas as abstragoes é, ele pro-
prio, uma abstracao. Bertrand Russell considerou o conjunto de todos
0Ss conjuntos que nao sao membros de si proprios. Pde-se a questao:
€ o conjunto de Russell membro de si proprio? Se é, entao dada a sua
definigao (trata-se do conjunto formado pelos conjuntos que ndo sdo
membros de si préprios), nao é. Mas se nao &, é. Chegamos a uma si-
tuacao paradoxal: o conjunto de Russell nem pode ser membro de si
proprio, nem pode deixar de o ser!

A descoberta do paradoxo de Russell provocou reagdes dispares e, por
vezes, emotivas, entre os matematicos. Uns, os tradicionalistas, que se
opunham a emergente teoria dos conjuntos, viram na antinomia de
Russell a prova de que o novo caminho era um erro. Qutros, os moder-
nos, atarefaram-se a tentar compreender as razdes para o aparecimen-
to do paradoxo e propuseram programas de fundamentacao da mate-
matica. Hilbert encontrava-se entre estes ultimos e, nos anos vinte do
século passado, prop0s o seu proprio programa de fundamentacao da
matematica: o formalismo. Este programa competia com o programa
logicista do préprio Russell e com o denominado programa intuicio-
nista do matematico holandés L. E.). Brouwer.

O programa de Hilbert concebia a matematica como uma espécie de
jogo.No jogo de xadrez ha a partida propriamente dita, jogada de acor-
do com regras exatas. Ha, também, a teoria sobre o jogo de xadrez. Faz
parte desta teoria a afirmagao de que nao é possivel forcar xeque-
-mate com apenas dois cavalos a um rei isolado. Ja ndo se trata agora
de jogar uma partida de xadrez mas sim de investigar o jogo em si.
E metaxadrez. A matematica, quando vista formalmente, também tem
regras bem definidas. Elas sao dadas pelos axiomas e pelas regras de
inferéncia. Os axiomas correspondem ao tabuleiro inicial duma partida
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de xadrez - as pegas na sua posicao inicial - e as regras de inferéncia
correspondem as jogadas permitidas. A ideia fundamental do formalis-
mo é ver a matematica como um jogo (dedutivo) simbdlico. As pecas
deste jogo simbolico sao as formulas da linguagem da matematica.
Para que este jogo tenha regras exatas, como acontece no xadrez, é ne-
cessario simbolizar (formalizar) completamente a linguagem da mate-
matica. Nao basta enunciar o primeiro axioma da geometria euclidiana
dizendo que por dois pontos passa uma reta. E necessario formula-lo
numa linguagem exata. Na notacao da logica simbolica, o axioma de
Euclides escreve-se assim:

YxVy(Px A Py — 3z(Rz A Ixz A lyz))

Se o leitor nao tem treino légico e nao percebe a féormula acima tem,
do ponto de vista estritamente formalista, uma vantagem sobre mim.
N3o consegue interpretar a férmula acima. Mas esse é precisamente
o ponto do formalismo: a formula deve ser vista como nao querendo
dizer nada, como sendo uma mera sequéncia de simbolos. Se o leitor
tiver treino légico adivinha que se pode interpretar os objetos de tipo
P como pontos, os objetos de tipo R como retas e a relagao / como a
relacao de incidéncia entre um ponto e uma reta (diz-se que um ponto
incide numa reta se o ponto esta na reta). Mas, para efeitos do progra-
ma formalista da fundamentacao da matematica, nao o devemos. Os
axiomas de Euclides sao vistos apenas como férmulas de uma dada
linguagem formal. Estas formulas sao construidas de forma precisa a
partir de simbolos primitivos (P,R e /) e de operadores Logicos como e,
ou, ndo, se ... entdo ..., para todo e existe (na simbologia da logica, A, V,-,
—,V e 3, respetivamente).

Para além dos axiomas proprios da teoria em questao (no nosso exem-
plo, os axiomas de geometria euclidiana), o sistema formal inclui tam-
bém axiomas comuns a todos os sistemas: os axiomas da légica (mais
precisamente, os axiomas do denominado calculo de predicados). Por
exemplo, as formulas da forma “se A, entao A” (na simbologia da légica,
“A — A”) podem fazer parte duma axiomatica da légica. As regras de
inferéncia permitem gerar (deduzir) novas formulas a partir de outras
férmulas. Uma regra de inferéncia basica é a regra do modus ponens.
Por exemplo:
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Se x incide sobre z, entao x € um ponto

X incide sobre z

Logo, x € um ponto

Na notacao da ldgica, podemos inferir a configuragao simbdlica “Px” a
partir das configuragdes “/xz — Px” e “Ixz". O “jogo de férmulas” consiste
em gerar certas sequéncias de simbolos (os teoremas) a partir de de-
terminadas sequéncias dadas inicialmente (os axiomas) por intermédio
das regras de inferéncia. Hilbert escreve:

(...) ndo devemos todavia perder de vista o pré-requisito essen-
cial do nosso procedimento. Pois existe uma condi¢ao, uma sé
mas absolutamente necessaria, a que esta submetida a utiliza-
¢ao do [nosso] método (...), e essa condicao é a demonstragdo
de consisténcia.

Hilbert exige que, no calculo axiomatico formal, nao se chegue a con-
tradigdes, i.e., nao se chegue a formulas da forma “A e ndo-A” (simboli-
camente “A A-~A”). 0 “jogo’”, neste caso, deixaria de ter interesse até por-
que, duma contradicao, é possivel inferir qualquer férmula. Por isso o
paradoxo de Russell é tao devastador: toda a férmula seria um teorema.

Na sua palestra em Bolonha, Hilbert menciona varios problemas rela-
cionados com o seu programa de fundamentagao da matematica.Um é
o problema de consisténcia que acabamos de discutir. Hilbert pretendia
mostrar que as regras do jogo formal das axiomaticas importantes para
a matematica - um jogo cujas regras sao completamente exatas, como
é 0 xadrez - nunca levariam a deducao de contradicoes. Deduzir teo-
remas a partir duma axiomatica é fazer matematica mas mostrar que
a axiomatica da aritmética nao leva a contradigdes é fazer metamate-
madtica. A metamatematica ou teoria da demonstracao foi a disciplina
inventada por Hilbert para levar a cabo o seu programa. Outro dos
problemas mencionados na palestra foi o problema da completude. No
caso da axiomatica da aritmética, este problema consiste em mostrar
que, para qualquer asser¢ao simbélica da linguagem formal da aritmé-
tica, ou ela ou a sua negagao é um teorema. Um terceiro problema foi
também mencionado em 1928, mas num livro de Hilbert com o seu
aluno Wilhelm Ackermann. E o problema da decisdo, também conhecido
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pelo seu nome alemao: Entscheidungsproblem. Hilbert e Ackermann es-
creveram que “o Entscheidungsproblem deve ser considerado o problema
principal da [6gica matemdtica” (em italico no original).

O problema da decisao é o problema de encontrar um método efetivo
(também se diz mecdnico ou algoritmico) de acordo com o qual, dada
uma férmula da linguagem do calculo de predicados, se determina se
essa formula é, ou ndo, um teorema da légica (i.e. deduzivel apenas a
partir dos axiomas do calculo de predicados). Um método ou procedi-
mento é efetivo se:

1. puder ser descrito através dum numero finito de instrugoes
exatas;

2. produzir o resultado desejavel ao fim dum numero finito de
passos (desde que se sigam as instrugoes sem erro);

3. puder, em principio, ser executado por um ser humano ape-
nas com a ajuda de papel e lapis;

4. nao exigir nem criatividade nem perspicacia por parte do
ser humano.

Os algoritmos que as criangas aprendem para efetuar as operagoes
basicas da aritmética sao exemplos de procedimentos efetivos. Para
quem sabe um pouco de légica, 0 método das tabelas de verdade para
decidir se uma férmula do calculo proposicional é uma tautologia é um
procedimento efetivo.

Hilbert e Ackermann propuseram o seguinte problema: encontrar um
método efetivo para separar os teoremas da logica das outras férmulas.
Para teorias importantes da matematica, uma solucao positiva para o
Entscheidungsproblem permitiria decidir, de modo efetivo, se uma for-
mula é um teorema dessa teoria.

Uma solugao positiva para os trés problemas hilbertianos da comple-
tude, consisténcia e decisao subscreveria uma visao magnifica da ma-
tematica. A matematica poderia ser vista como um grandioso calculo
formal - consistente, completo e decidivel. A visao leibniziana dum
calculus ratiocinator no dominio da matematica teria sido plenamente
justificada. Perante um problema matematico, por mais dificil que fos-
se, bastaria “pegar na pena e sentar-se ao abaco e (na presenca de um
amigo, se se quiser) dizer um para o outro: calculemus”. O calculo seria
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efetivo, cego, como na multiplicacdo em numeragao decimal, e daria
sempre resposta. A matematica seria segura (consisténcia) e responde-
ria a todas as questdes (completude). Nao s6 nao haveria problemas in-
soliveis em matematica como as suas solugdes seriam encontradas de
modo efetivo. Numa comunicacao em Konigsberg (hoje a cidade russa
de Kaliningrado) em 1931, por ocasiao dum grande encontro de cientis-
tas e médicos e da sua agraciagao como cidadao honorario, Hilbert pro-
fere uma vez mais a sua fé inabalavel no poder da razao humana com
as seguintes palavras: Wir mtissen wissen, wir werden wissen (temos de
saber, havemos de saber). Estas palavras estao gravadas no seu tumulo
em Gottingen. Era esta a genial visao hilbertiana da matematica. O ape-
lo de Hilbert a nova geragao nao era um apelo qualquer. Era um apelo
cheio de ambicao, um apelo a resposta a questoes de natureza funda-
mental. Era um apelo a resolucao definitiva dos problemas dos fun-
damentos da matematica e a “honra do préprio conhecimento humano”.

Nao se tinham passado ainda trés anos sobre a palestra de Hilbert em
Bolonha quando o jovem matematico austriaco Kurt Godel (nascido em
Brno, hoje na Republica Checa, em 1906) mostra que a axiomatica da
aritmética, desde que seja consistente, nao é completa. Umas semanas
mais tarde, mostra que nao é possivel demonstrar a consisténcia da
aritmética por meio de métodos aceitaveis para Hilbert (os métodos
da metamatematica). Curiosamente, Godel fez o andncio publico do
primeiro destes resultados também em Konigsberg, precisamente na
veéspera da comunicagao de Hilbert de 1931. A volte-face foi totalmente
inesperada e apanhou de surpresa 0 mundo matematico. Os resulta-
dos de Godel demoraram algum tempo a ser plenamente apreciados e
compreendidos. Afinal, o programa de Hilbert nao era possivel de levar
a cabo. Afinal o grande matematico estava errado.

M. H. A. (Max) Newman ensinava em Cambridge na altura do congres-
so de Bolonha. Esteve presente no congresso e certamente tera ou-
vido o apelo de Hilbert. Newman nao era ldgico, era um topologista.
A topologia era, entao, uma disciplina nova que estava a unificar e a
generalizar varias partes da matematica e em cuja base a teoria dos
conjuntos desempenhava um papel importante. Nao é de admirar que
Max Newman também se interessasse pelos fundamentos da mate-
matica. Em Cambridge, a ldgica e os fundamentos da matematica nao
eram propriamente uma novidade pois foi uma universidade pioneira
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da loégica moderna. Russell e o seu co-autor Alfred North Whitehead
foram fellows no Trinity College de Cambridge. O matematico e filéso-
fo Frank Ramsey (prematuramente falecido, com um pouco menos de
vinte e sete anos, em 1930) também foi fellow em Cambrige (do King’s
College) e o célebre aluno de Russell, o fildsofo Ludwig Wittgenstein,
ensinava em Cambridge nos anos trinta. Max Newman decidiu oferecer
um curso de fundamentos da matematica, mas nao ao estilo tradicional
de Cambridge (i.e., incidindo sobre o programa russelliano do logicis-
mo). Ensinou um curso ao estilo de Hilbert. A terceira parte do curso,
lecionada na primavera de 1935, terminava com a exposi¢ao dos resul-
tados de Godel.

O jovem inglés Alan Mathison Turing, nascido em 1912, estudava em
Cambridge desde 1931 e foi assistir a terceira parte do curso de fun-
damentos da matematica de Newman. Nesse curso foi exposto ao pro-
grama de Hilbert, aos teoremas de Godel e ao Entscheidungsproblem.
Como iremos descrever, Turing vai resolver o problema da decisao pela
negativa. Numa entrevista nos anos setenta, Max Newman afirma:

Acredito que tudo tenha comegado porque ele [Turing] fre-
quentou um curso de fundamentos da matematica e de ldgica
dado por mim... Creio ter dito durante este curso que, por um
processo construtivo, se entendia um processo puramente me-
canico - e penso que terei mesmo dito que uma maquina o
podia efetuar.

O leitor deve refletir no seguinte. A descricao de processo efetivo (ou
mecanico) que mencionamos atras € uma descricao um tanto impreci-
sa. Nao é certamente uma definicao matematica. Descreve, em tracos
largos, um conceito fundamental. Esta descricao é geralmente suficien-
te para sabermos que estamos perante um processo efetivo quando um
deles nos é apresentado. Nao é necessario saber,com rigor matematico,
0 que é um processo efetivo para nos convencermos, p. ex., que o al-
goritmo de multiplicagao que aprendemos em crianga é efetivo. Uma
resposta negativa para o Entscheidungsproblem carece, porém, de uma
abordagem diferente e Turing vai propor uma caracterizagdo matema-
ticamente precisa de processo efetivo. Newman acrescenta na citada
entrevista:
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E claro que isto levou [Turing] a um novo desafio - que espécie
de maquina - e isto inspirou-o a tentar resolvé-lo e a dizer o
que seria uma maquina computacional perfeitamente geral.

O artigo de Turing de 1936 “On computable numbers with an applica-
tion to the Entscheidungsproblem” (Sobre numeros computaveis com
uma aplicagao ao Entscheidungsproblem) é brilhante. Contém um ana-
lise conceptual do que é um processo efetivo e, concomitantemente,
propoe uma definicao matematicamente rigorosa do que se pode cal-
cular com tais processos. Contém a descricao duma “super-maquina”
com poder computacional para executar qualquer processo efetivo.
Mostra que ha problemas de decisao (i.e., de resposta “sim” ou “nao”)
que nao tém solugdes através de processos efetivos. Finalmente, con-
tém a solucao para o Entscheidungsproblem.

O artigo introduz um simples e elegante dispositivo abstrato de natu-
reza computacional, hoje conhecido por mdquina de Turing. Trata-se de
um dispositivo que opera de acordo com uma lista finita de instrucoes.
O leitor deve ter em mente uma imagem instantdnea da operagao duma
maquina de Turing como algo do género:

111 (1

q A

Tem-se uma fita infinita (em ambas as dire¢des), dividida em quadrados
adjacentes (casas). Cada casa da fita pode ter impresso um simbolo ou
esta em branco. A maquina tem uma cabeca de leitura e escrita que, a
cada momento, examina uma casa. Na figura acima, a cabeca da fita (A,
na figura) esta a examinar (ler) uma casa que tem o simbolo 1. Todas
as casas a sua esquerda estdo em branco. A direita da casa da cabeca
estao dois simbolos 1 seguidos de casas em branco. A cabeca pode
mover-se, de cada vez, uma casa para a esquerda ou para a direita.
Finalmente, em cada momento, a (imagem instantanea da) maquina
encontra-se num determinado estado discreto (ha um numero finito,
pré-fixo, de estados, dependendo da maquina). No exemplo acima, a
maquina encontra-se no estado g. A imagem instantanea da maquina
pode ser representada por
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q: ...000000001110000000 ...

onde 0s zeros representam casas em branco e o trago diz-nos onde se
encontra a cabeca da maquina.

Uma maquina de Turing, propriamente dita, € uma lista finita de ins-
trugoes, cada qual da seguinte forma: se a maquina esta no estado E
e a cabeca esta a ler o simbolo X, entdo a maquina entra no estado F,
substitui o simbolo X por Y e move a cabega para a casa da esquerda
(ou da direita). A lista nao deve ser ambigua, i.e., ndo deve ter mais do
que uma instrugao aplicavel quando a maquina esta num determina-
do estado a ler um determinado simbolo. Por conveniéncia, permite-se
também que Y possa ser o “simbolo branco’, caso em que a instrugao
simplesmente apaga X. Como exemplo, considere-se a seguinte maqui-
na (que denominamos M,) com trés instrugdes:

q 1 q 1 —

q 0 r 1 —

r 0 p 0 —

Acima, o simbolo O representa o “simbolo branco” e as setas sao as
instrucoes para mover a cabeca para a esquerda ou para a direita. As
imagens instantaneas desta maquina podem encontrar-se num de trés
estados: g, r e p.A segunda instrucao diz que se a (imagem instantanea
da) maquina esta no estado q com a cabega a examinar uma casa em
branco, entdo a maquina entra no estado r, imprime 1 e move-se uma
casa para a esquerda. Se a configuragao inicial da maquina é a imagem
instantanea que discutimos acima, fica-se com a seguinte sequéncia:

q: ...000000001110000000 ...
q: ...000000001110000000 ...
r: ...000000011110000000 ...
p: ...000000011110000000 ...

O leitor esta a ver como é que a “maquina” funciona? Note que a maqui-
na para na quarta configuragao acima, pois nao ha nenhuma instrugao
que comece por “pl” O leitor deve convencer-se de que, perante uma
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configuracao inicial no estado g, com a cabega sobre o simbolo mais a
esquerda duma sequéncia finita de 1s (uns) consecutivos, o resultado
da execugao da lista de instrugdes é adicionar um 1 imediatamente a
esquerda do primeiro 1, parando sobre a casa desse 1.

Vamos dar mais alguns exemplos de maquinas de Turing. Com alguma
disciplina e concentracao, estes exemplos nao sao dificeis de seguir. O
leitor menos interessado pode ignorar a analise dos exemplos sem dei-
xar de compreender o essencial mas, a meu ver, perde a oportunidade
de adquirir “sensibilidade” sobre o que é um processo efetivo, sobre o
que € um programa. Considere-se a maquina M,

q 1 r 1 —
r 1 q 1 —
q 0 q 0 —
r 0 p 0 —

Quando M, comeca no estado g, com a cabeca sobre o simbolo mais a
esquerda duma sequéncia finita (palavra) de 1s consecutivos, para se o
numero de simbolos é impar. Caso contrario, a cabega prossegue para
a direita sem nunca parar. O leitor beneficiara se experimentar alguns
exemplos simples para se convencer de que M, opera como se diz (ex-
perimente com 111 e 1111).

Uma pequena modificagao desta maquina, com dois estados especiais
s (para “sim”) e n (para “nao”), decide se o numero de 1s é par ou nao,
parando no estado correspondente. E a maquina M,:

q 1 r 1 —
r 1 q 1 —
q 0 s 0 —
r 0 n 0 —

Estas trés maquinas sao bastante simples. No Apéndice | damos a lista
de instrugbes duma quarta maquina M,, um pouco mais complicada.
E uma maquina que duplica o numero de 1s quando se inicia no estado
g com a cabeca no simbolo mais a esquerda duma sequéncia conse-
cutiva de 1s.
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Nesta altura, é conveniente introduzir alguma terminologia. Dada uma
maquina de Turing M e uma palavra a (a entrada), considere-se a con-
figuragao inicial que esta no estado q (o estado no canto superior es-
querdo da lista de instrugdes, designado por estado inicial) e com a
cabeca a examinar o simbolo mais a esquerda de a (o resto da fita
esta em branco). Se a maquina parar, escreve-se M(a)]. Se nao parar,
escreve-se M(0)1. P.ex., M,(111)] e M,(1111)1.

Uma mdquina de decisdo é uma maquina de Turing M que para sem-
pre (seja qual for a palavra de entrada) e que, quando para, fica num
dos estados especiais s (resposta afirmativa) ou n (resposta negativa).
A maquina M,, considerada acima, € uma maquina de decisao. Para no
estado s se a entrada tem um numero par de 1s e para no estado n no
caso contrario.

Dada uma maquina M e uma entrada q, se a maquina parar com a
cabega numa casa que nao esta em branco, a saida é a palavra que se
inicia nessa casa e se prolonga para a direita até encontrar a primeira
casa em branco. Se A é a saida, escrevemos M(a) = A.A primeira maquina
considerada, a maquina Mr adiciona sempre uma unidade a entrada.
P.ex.,, M (111) = 1111. Em geral, M (a) = a+1. A maquina M, “duplica” a
entrada: M,(a) = 2a.

Nao ha dificuldade conceptual em estender as defini¢coes anteriores a
maquinas que aceitam duas ou mais entradas. As entradas podem ser
dadas separando-as por uma casa em branco. A seguinte maquina, de-
nominada de M,, efetua a soma de dois inteiros positivos (dados como
sequéncias finitas de 1s). P. ex., quando a configuragao inicial da fita é

q: ...000011101111111000000 ...
(entradas 3 e 7) a maquina para na configuracao final
p: ...000011111111110000000 ...

(a saida € 10). O programa de M; é:
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q 1 q 1 —
q 0 r 1 —
r 1 r 1 —
r 0 u 0 —
u 1 v 0 —
v 1 v 1 —
v 0 p 0 —

Este programa faz o seguinte: preenche com o simbolo 1 o espago em
branco que separa as duas entradas, apaga o ultimo simbolo 1 da se-
gunda entrada e, finalmente, coloca a cabega no simbolo 1 mais a es-
querda da fita. Escrevemos M,(111,1111111) = 1111111111, Em geral,

M(a,B) = a+.

A grande ideia de Turing foi ver que as maquinas podem, elas prdprias,
ser consideradas entradas para maquinas de Turing. A maquina M,, com
trés instrugoes, é descrita pela palavra qlql«qg+rl<r«p=— (para se
evitar possiveis ambiguidades, denota-se o simbolo em branco das ins-
trugdes da maquina em causa - aqui M, - pelo simbolo+). Nada impede
que se considere a configuragao

q|l|q |1 |« |q|*|fr |l |« |r|*|p|*"|—

E A

e que se tenha uma lista de instrugdes num alfabeto (finito) que con-
tenha os simbolos q,r1,p, *, 1, — e < e estados E e outros. Mais interes-
santemente, podemos considerar uma configuracao inicial com duas
entradas, a primeira das quais uma lista de instru¢des duma maquina
de Turing e a segunda uma “entrada” para a maquina cuja lista de
instrugdes consta da primeira entrada. No caso da maquina M, e da
entrada 111, ficar-se-ia com a seguinte configuragao inicial:

...00000g1q1«gsrle—rsps—01110000 ...

Turing imagina agora uma lista de instru¢oes que permita sequir listas
de instru¢des. Uma maquina U programada assim (uma maquina uni-
versal), com entradas a,, € B - onde a,, € a lista de instrugoes de uma
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dada maquina de Turing M - tem como saida (quando ha saida, quando
M(B)!) a palavra M(B). Intuitivamente, a maquina U opera sobre {3 se-
guindo as instrugoes da lista a,,. A lista de instrugoes de U esta conce-
bida de tal modo que isto aconteca. Temos, por exemplo, U(a,,,,B) = B+1
e U(a,,,.B) = 2B. Em geral, temos a equacao:

U(a,,B) = M(B).
Por exemplo:
U(qlqle—qgsrler«p+—,111) = 1111.

Na sec¢ao 7 do seu artigo, Turing esboca em pouco mais de trés paginas
como construir uma lista de instru¢cdes duma maquina universal. Como
o leitor imaginara, nao é simples dar uma descricao detalhada duma
maquina universal de Turing dado que é uma tarefa muito propensa a
‘erros de programacao”. Quem ja programou sabe perfeitamente que
€ comum cometer lapsos e até erros de concecao, especialmente se a
linguagem de programacao for muito pouco flexivel (como € o caso das
listas de instrugcdes das maquinas de Turing). Na programacao duma
maquina universal, a procura e execu¢ao da instrugao relevante da ma-
quina de entrada é um processo cheio de passos artificiosos. Também
€ muito artificioso alocar memoria (apesar de haver todo o espaco do
mundo, visto que a fita € infinita).

O artigo de 1936 contém erros de programacao que foram parcial-
mente emendados pelo préprio Turing numa correcao publicada um
ano depois. Mas lapsos e erros subsistiram e um colaborador de Turing
(Donald W. Davies) apontou-lhe em 1947 alguns erros graves de pro-
gramagao:

Quando disse isto a Turing, ele ficou impaciente e disse-me
claramente que estava a perder o meu tempo e o dele com
esforcos sem valor.

Bastante mais tarde, numa entrevista nos anos setenta, Davies reporta
que Turing “ficou muito irritado e (Lhe) disse furiosamente que a ques-
tao realmente nao interessava, que a coisa estava correta em principio”
Turing tinha razao: do ponto de vista conceptual estes detalhes nao in-
teressam e a ideia de maquina universal é correta. Em 1947, o trabalho
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ja era conhecido pelos especialistas e fora imediatamente aceite como
uma obra fundamental. Porém, os detalhes ja interessariam a quem
quisesse implementar, na pratica, uma maquina universal. Se bem que
as maquinas de Turing sejam teoricamente muito claras, nao sao ade-
quadas do ponto de vista pratico (p. ex., no que diz respeito a calculos
importantes que devem ser efetuados tao rapidamente quanto o hard-
ware o permita) por causa duma série de problemas, alguns ja referidos,
como os de alocagao de memoria e sua consulta trabalhosa, alocacao
de espaco para a computacao propriamente dita, grande ineficiéncia,
necessidade de manobras muito artificiosas, etc. Tudo isso torna a pro-
gramagao muito dificil e pouco transparente, cheia de detalhes inci-
dentais e de dificil articulagao. Um cddigo de programagao ao nivel da
maquina (i.e., que especifica as operacoes basicas que a maquina faz)
para ser prdtico deve utilizar operagoes basicas que possam ser realiza-
das de modo eficiente e confiavel por meios eletrdnicos e, além disso,
ser relativamente facil de utilizar por humanos. E, porém, crucial que
o0 codigo seja suficiente para, em principio (se ndao na pratica, por limi-
tagdes de memdria e tempo), incorporar a ideia de maquina universal.

A histéria do aparecimento dos computadores eletrénicos digitais €
fascinante mas este nao é o lugar proprio para a contar. Nao se deve
ficar com a impressao de que Turing nao se interessava por aplicagoes.
Turing participou na histéria da construgao de computadores, nomea-
damente na construcao de um dos primeiros computadores eletréni-
cos, 0 ACE (Automatic Computing Engine). O relatorio técnico que Tu-
ring escreveu para o ACE (provavelmente nos Ultimos meses de 1945)
continha discussoes detalhadas de engenharia e, inclusivamente, avan-
gava com uma verba concreta para o custo da construcao da maquina.
Naturalmente, a construgao dum computador digital € em grande parte
um empreendimento de engenharia. Porém, ainda que seja interessan-
te falar dos problemas complicados de engenharia e de programacao
que tiveram que ser superados para construir os computadores eletro-
nicos assim como mencionar o incrivel avanco tecnolégico a que temos
assistido desde meados dos anos quarenta, nao se pode esquecer que
venceu uma concecao de computador que desafia o senso comum. Ain-
da em 1956 (vinte anos depois do artigo seminal de Turing!), Howard
Aiken, um dos pioneiros da computagao e professor na Universidade de
Harvard afirmava:

69



2 0 PROBLEMA DA DECISAO E A MAQUINA UNIVERSAL DE TURING

... Se porventura vier a acontecer que as bases légicas de uma
maquina concebida para a solucao numérica de equagoes dife-
renciais coincida com as légicas duma maquina concebida para
a contabilidade de um armazém, considera-la-ia a mais espan-
tosa coincidéncia que alguma vez encontrei.

Este é 0 senso comum, mas os computadores atuais nao sao como o
senso comum sugere. Sdo computadores de propdsito geral, capazes de
ler software adequado, este sim de propdsito especifico. Os computado-
res atuais permitem ter como entradas instrugoes (software) desenha-
das para desempenhar tarefas especificas: sao, em suma, incorporagoes
da ideia de maquina universal.

Hoje em dia os computadores sao um utensilio doméstico, como uma
televisao ou um frigorifico. Ha qualquer coisa de pasmoso no facto de
que, na raiz dos computadores pessoais que usamos hoje diariamente,
esteja uma ideia (a ideia da universalidade em computagao) que surgiu
por intermédio de questdes da fundamentagcdao da matematica. Pode-
mos fazer “histéria virtual” e imaginar um encadeamento de aconteci-
mentos que tivesse levado a concecao e construcao de computadores
de propdsito geral que nao tivesse passado pelas discussdes e pro-
blemas postos pela crise dos fundamentos da matematica do inicio
do século XX. Mas o facto é que a “historia real”, a que realmente teve
lugar, passou por questdes extremamente tedricas (fundamentos da
matematica). Nao é este um caso Unico na histéria em que a ansia
pelo conhecimento e a vontade de compreender, assim como a pro-
cura desinteressada da verdade, estao na origem de grandes avancos
tecnoldgicos.

Na parte final do seu artigo, como aplicacao dos conceitos anterior-
mente introduzidos, Turing resolve o Entscheidungsproblem. O titulo
da ultima seccao é, precisamente, “Aplicacao ao Entscheidungsproblem’.
Turing baseia-se em trabalho que efetuou numa seccao prévia, onde
exibe um problema de decisao que nao pode ser decidido de modo
efetivo (um problema destes diz-se indecidivel). O problema é o seguin-
te: decidir, dadas entradas a,, e B, se a maquina M para com a entra-
da (3, i.e., se M(B)|. A este problema chama-se o problema da paragem
(“halting problem”, em inglés). O raciocinio de Turing é por redugao ao
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absurdo. Turing vai supor que o problema da paragem é decidivel e, a
partir desta suposicao, vai chegar a uma contradicao.

Suponhamos entao, com vista a um absurdo, que o problema da para-
gem ¢é decidivel. Entao existe uma maquina de decisao H que decide
este problema. Isto quer dizer que o seguinte vale sempre:

H(a,,,8) decide afirmativamente (para no estado s) se M(B)|, e
H(a,,,8) decide negativamente (para no estado n) se M(@)1.

Com a ajuda desta maquina H, podemos construir uma maquina diago-
nal D que, com a entrada a,,, procede do seguinte modo:

1. obtém o resultado da decisao H(a,, a,);

2. se a decisao é afirmativa, executa para sempre a instrugao
de mover a cabeca para a direita (portanto, entra numa si-
tuagao em que nunca para);

3.se a decisao é negativa, para imediatamente.

Por construgao, esta maquina goza da seguinte propriedade:
D(a,) | se,esomente se, M(q,,) T,

qualquer que seja a maquina de Turing M. Ora, se a maquina M for a
préopria maquina D chega-se a uma contradicao:

D(a,) | se, e somente se, D(a,) 1.

Por outras palavras, com a entrada a,, a maquina D para se, e somente
se, nao parar! Isto é contraditorio.

O problema da paragem ¢ o problema indecidivel paradigmatico. Em
geral, mostra-se que um dado problema é indecidivel através da redu-
¢do do problema da paragem a esse problema. A ideia é simples. Para
mostrar que um problema é indecidivel mostra-se que se fosse deci-
divel entdo o problema da paragem também o seria. Quod non (o que
nao € o caso).
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Turing reduz o problema da paragem ao Entscheidungsproblem, descre-
vendo um modo efetivo de associar a cada par M e 3 uma féormula FM‘B
do calculo de predicados de tal sorte que

M(B)| se, e somente se, Fug € um teorema do calculo de predicados.

A decisao de paragem fica reduzida a decisao de ser teorema do calculo
de predicados. Logo, esta ultima nao se pode fazer de modo efetivo.
Com este argumento, Turing mostra que o Entscheidungsproblem é in-
decidivel dando, portanto, uma resposta negativa a questao de Hilbert
e Ackermann.

Quando Turing estava a terminar o seu artigo na primavera de 1936, to-
mou conhecimento de um trabalho do légico americano Alonzo Church
que também continha uma solucao para o Entscheidungsproblem. O ar-
tigo intitulava-se “A note on the Entscheidungsproblem”. Em ciéncia, é
0 autor que primeiro chega a um resultado que geralmente fica com o
crédito de o ter obtido, mesmo que outro autor tenha independente-
mente chegado a mesma conclusao. Hoje a solugao do Entscheidungs-
problem é conhecida por teorema de Church. Apesar da publicacao de
Church, Max Newman apoiou e instigou a publicagao do artigo de Tu-
ring ja que o método deste era suficientemente diferente do de Church
para merecer ser conhecido e disseminado. Isto é tanto mais verdade
porque o artigo de Turing introduz o conceito de maquina universal e
argumenta que a nogao de maquina de Turing captura a nogao informal
de efetividade computacional. Na seccao 9 do seu artigo, Turing ob-
serva que, até a data, nao tinha havido nenhuma tentativa de mostrar
que as caracterizagoes matematicas de processos efetivos incluem, de
facto, todos os processos que se podem naturalmente caracterizar de
efetivos. E claro que um argumento que procure identificar uma nocao
matematica com uma nogao informal (ou “natural”) nao pode ter o ca-
racter duma demonstragao matematica. No primeiro paragrafo da sec-
¢ao 9, Turing questiona-se: “Quais sdo os processos possiveis que podem
ser efetuados na computagdo (...)?" A seccao procura responder a esta
pergunta através duma analise detalhada do que significa “um ser hu-
mano efetuar uma computagao” A analise é necessariamente intuitiva
e baseia-se num processo de eliminagao e depuragao em que detalhes
irrelevantes para a computagao sao descartados e em que 0 processo
computacional é reduzido a operagdes o mais simples possiveis. No
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final, Turing chega a sua nocao de maquina. A seccao 9 do artigo de
Turing pode ser considerada um dos mais bem sucedidos casos de fi-
losofia aplicada.

A identificacao da nogao informal de funcao efetivamente computavel
com uma nogao matematicamente rigorosa tinha sido primeiramente
proposta, também por Church, num outro artigo do ano de 1936. Church
escreve:

O propdsito do presente artigo € propor uma definicao de com-
putabilidade efetiva que corresponda de modo satisfatorio a
nogao intuitivamente vaga em cujos termos os problemas desta
classe [de problemas efetivos] sao frequentemente formulados

()

E, numa nota de pé de pagina, acrescenta que “a proposta para identi-
ficar estas nogdes com a nocao de computabilidade efetiva é feita pela
primeira vez neste artigo” As nogoes a que Church se refere sao duas
nogdes de computabilidade, uma devida a Church e ao seu estudante
Stephen C. Kleene (em termos do denominado cdlculo lambda) e a ou-
tra devida a Godel e ao jovem matematico francés, prematuramente
falecido com 23 anos, Jacques Herbrand (esta por meio da nogao de re-
cursividade por equagoes). Para efeitos da nossa discussao, nao é impor-
tante saber o que sao estas nogoes mas apenas que elas sao matema-
ticamente rigorosas e que a sua equivaléncia tinha sido estabelecida
recentemente (mais tarde, no apéndice ao seu artigo de 1936, Turing
mostra que a sua definicao de computabilidade em termos de maquina
de Turing coincide com a nogao de Church e Kleene: as trés nogoes sao,
pois, equivalentes). A identificacao entre estas no¢des formais e a no-
cao informal de computabilidade efetiva ficou conhecida na literatura
por tese de Church. Estes assuntos foram objeto de troca de ideias por
parte de Church, Godel e Kleene. Porém, a identificagao da nogao infor-
mal com a nocdo de computabilidade por meio do calculo lambda era
‘completamente insatisfatéria” para Godel ao tempo. Também, numa
carta a Martin Davis em 1965, Godel explica que, na altura, “ndo estava
de todo convencido que o [meu] conceito de recursao compreendia to-
das as recursoes possiveis”. O que convenceu Godel da correcao da tese
de Church foi o artigo de Turing. A proposito duma formulagao geral
dos seus teoremas da incompletude, Godel escreve em 1965:
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A obra de Turing fornece uma analise do conceito de “proces-
so mecanico” (ou antes “algoritmo” ou “processo de calculo” ou
“processo combinatorio finito”). Mostra-se que este conceito é
equivalente ao de uma “maquina de Turing”.

Foi o exercicio de filosofia aplicada de Turing que convenceu Godel. O
facto de ser possivel dar uma definicao absoluta da nogao de compu-
tabilidade efetiva é classificado por Godel como “uma espécie de mila-
gre”. Godel contrasta a nogao de computabilidade efetiva com a nocao
de definibilidade. Para esta nogao ja parece nao haver milagres. A nocao
de definibilidade é relativa a linguagem onde se formula a definigao.
(Vale a pena analisar a situagao com algum detalhe e o leitor pode
encontrar uma discussao deste assunto no Apéndice 1.)

No caso da computabilidade efetiva, da-se um “milagre” porque &
possivel caracterizar os processos mecanicos basicos que dao origem
a toda e qualquer computagao efetiva, 0 que esta estreitamente ligado
a néo ser possivel decidir efetivamente se uma determinada lista de
instrucoes basicas da, ou nao, origem a um processo que termina. Dei-
xamos o leitor com as seguintes palavras de Godel, n uma comunicacao
ao bicentenario da Universidade de Princeton em 1946:

Parece-me que esta importancia [do conceito de computabili-
dade de Turing] é consideravelmente devida ao facto de que,
pela primeira vez, se ter conseguido dar uma definicao absoluta
de uma nogao epistemoldgica com interesse, i.e., absoluta no
sentido de nao depender do formalismo escolhido.

Apéndice |

A maquina M, ¢ dada pela seqguinte lista de onze instrugées:

_‘

rlo|lr|lo|r
-

mrlo|lr|o|lo
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Esta maquina, quando é iniciada no estado q com a cabeca no simbolo

mais a esquerda da sequéncia 111, tem os seguintes movimentos:

ccnoessoaorscccennasssarsen1ng

...0001110000000000 ...
...0000110000000000 ...
...0000110000000000 ...
...0000110000000000 ...
...0000110000000000 ...
...0000110100000000 ...
...0000110110000000 ...
...0000110110000000 ...
...0000110110000000 ...
...0000110110000000 ...
...0000110110000000 ...
...0000110110000000 ...
...0000010110000000 ...
...0000010110000000 ...
...0000010110000000 ...
...0000010110000000 ...
...0000010110000000 ...
...0000010111000000 ...
...0000010111100000 ...
...0000010111100000 ...
...0000010111100000 ...
...0000010111100000 ...
...0000010111100000 ...
...0000010111100000 ...
...0000010111100000 ...
...0000000111100000 ...
...0000000111100000 ...
...0000000111100000 ...
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...0000000111100000 ...
...0000000111100000 ...
...0000000111100000 ...
...0000000111110000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...
...0000000111111000 ...

Toasaoaoaatt<ccc

O leitor esta a ver como é que esta maquina opera?

Apéndice |l

No que se segue, vamos considerar a nogao de definibilidade para
sequéncias infinitas de zeros e uns (sucessao binarias). Um exemplo
duma definicao destas é:“a sequéncia que é 1 nas posi¢des impares e é
0 nas posigoes pares”. Esta definicao caracteriza a sucessao

1010101010101010101010101 ...

As defini¢des sao veiculadas por intermédio de frases duma dada lin-
guagem. Ora, as frases definidoras podem ser enumeradas. Podemos,
mesmo, definir uma tal enumeracao. Tomemos, entao, uma dessas enu-
meragoes

D1,D2,D3,D4,D5,D6, ...

onde cada Dn (comn=1,2,3,...) ¢ uma definicao que da origem a uma
sucessao binaria, designada por sn. Cada uma destas sucessoes sn tem
um numero infinito de posicoes, cujos valores denotamos assim:

snl, sn2,sn3,sn4,sn5,sn6,sn7,sng, sn9,...

em que snk (com k =1, 2, 3,...) denota o valor da k-ésima posicao da
sucessao sn. Note que cada snkou é Oou é 1.
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Agora podemos “diagonalizar” e definir a sucessao d (‘d’ de diagonali-
zagao) que € 0 nas posicoes k em que skk é 1, e que é 1 nas posicoes k
em que skk é 0:

d1,d2,d3,d4,d5,d6,d7,d8,d9,...

Esta sucessao diagonal foi definida. Como as defini¢des foram todas
enumeradas, esta definicao é, digamos, a i-ésima definicao Di. Assim, a
sucessao acima é

sil, si2, si3, si4, sib, si6, si7, si8, si9, ...

ou seja, dk = sik para todo o k. Em particular, di = sii. Isto € um absurdo,
pois d foi definida de tal modo que dié O sesiié 1 edi é 1sesii é0.

Qual é a conclusao a tirar? O que se passa € que nao se pode pres-
supor que a definicao da sucessao diagonal ainda possa ser feita na
linguagem (formal) originariamente dada. Sempre que fixamos uma
linguagem para fazer definigdes, ha uma nova definicao (a da sucessao
diagonal) que ndo pode fazer parte da linguagem original. Por isso a
nogao de definibilidade é sempre relativa a uma linguagem.

No caso da computabilidade efetiva, os programas (listas de instrugdes)
mantém-se sempre na mesma linguagem. Este é o “milagre”. Entao, per-
guntara o leitor, 0 que é que impede que se utilize um argumento de
diagonalizagao, a semelhanca do caso da definibilidade, e se chegue
a uma contradi¢ao? O que o impede é a indecidibilidade do problema
da paragem pois essa indecidibilidade impossibilita a existéncia duma
enumeracao efetiva de todas as maquinas de Turing que calculam su-
cessoes binarias infinitas.

Apontamentos complementares

A comunicacao de Hilbert ao congresso de Bolonha encontra-se tra-
duzida para portugués em (Hilbert 2003: 276-284) com o titulo “Pro-
blemas na fundamentagao da matematica” O ensaio (Ferreira 1992) é
um “divertimento” sobre paradoxos e, em particular, sobre o paradoxo
de Russell. A enciclopédia organizada por Jodo Branquinho e Desidério
Murcho (Branquinho e Murcho 2001) contém varias entradas sobre te-
mas mencionados no corpo deste artigo: paradoxo de Russell, logicismo,

77



2 0 PROBLEMA DA DECISAO E A MAQUINA UNIVERSAL DE TURING

formalismo, intuicionismo, programa de Hilbert, fundamentos da ma-
tematica, teoria dos conjuntos, maquina de Turing, fungdes recursivas,
etc. As lutas dos fundamentos da matematica dos anos vinte da século
passado nao eram encaradas de animo leve pelos seus protagonistas,
como se pode constatar pelo artigo (Ferreira 2008). Neste artigo tam-
bém se descreve o programa de Brouwer. Trata-se de um programa
especialmente interessante pois, se bem que tenha um cariz tradicio-
nalista, & o mais revolucionario de todos.

A nossa descricao do programa de Hilbert esta longe de fazer justica a
subtileza e sofisticagao da posigao hilbertiana. Roca, por vezes, a cari-
catura. Apenas descrevemos a faceta do programa que nos interessava
para apresentar o Entscheidungsproblem. Insistimos na parte simbdlica
e formal, ignorando a componente finitista e o denominado método
dos elementos ideais. Pode consultar-se (Ferreira 1995) para uma visao
mais completa do programa de Hilbert. Os artigos de (Kahle 2006) e
(Pereira 2006) também sao informativos. A comparacao do formalismo
com o xadrez aparece num artigo de Hermann Weyl dos anos vinte.
Esse artigo encontra-se traduzido para o inglés em (Mancosu 1998:
123-142) sob o titulo “The current epistemological situation in ma-
thematics”. A citagcao de Hilbert sobre a condicao de consisténcia en-
contra-se no seu artigo “Sobre o infinito”, traduzido para portugués em
(Hilbert 2003: 234-255) assim como a alusao a honra do conhecimento
humano. Esta alusao faz parte da seguinte frase (os destaques em ita-
lico sao do original): “‘queria deixar patente que a clarificagao definitiva
da natureza do infinito se tornou necessaria, ndo apenas por interesse
especial das diversas ciéncias particulares, mas antes para a honra do
proprio conhecimento humano”. O Entscheidungsproblem foi enunciado
por Hilbert e Ackermann em termos semanticos: mostrar que existe
um processo efetivo para determinar se uma férmula do calculo de
predicados é uma verdade logica (i.e., verdadeira sob todas as interpre-
tagoes). Esta formulacao é equivalente a do texto. A afirmagao de que
0 Entscheidungsproblem é o principal problema da lédgica matematica
aparece em (Hilbert e Ackermann 1928: 77). Se é verdade que a visao
hilbertiana da matematica repousava nas solucoes positivas para os
problemas da consisténcia e da completude, ja se podem levantar du-
vidas se também repousaria na solucao positiva do Entscheidungspro-
blem pois Hilbert descreve este problema como um problema da ldgica
matematica e ndo como um problema dos fundamentos da matematica.
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A locucao procedimento efetivo vem duma terminologia estabelecida no
inglés: “effective procedure” Neste artigo nao estamos a utilizar a pala-
vra ‘efetivo’ no seu sentido comum em portugués, mas sim num senti-
do técnico (discutido no texto). Os quatro pontos da caracterizagao de
processo efetivo foram adaptados de (Copeland 2017). Uma solugao
positiva para o Entscheidungsproblem seria, nao sé magnifica, mas tam-
bém aterradora para alguns. O célebre matematico inglés G. H. Hardy
comenta em (Hardy 1929) que “se [o Entscheidungsproblem tivesse uma
solugao positiva] entdo teriamos um conjunto de regras mecanicas
para a solucao de todos os problemas da matematica e as nossas ativi-
dades - como matematicos - terminariam”. O estatuto dos matematicos
(e da matematica) ficaria bastante abalado ja que o seu trabalho seria,
em principio, substituivel por uma maquina. Acrescente-se que uma
solucao positiva para o problema da completude num determinado
dominio da matematica (p. ex. a aritmética) teria como consequéncia a
possibilidade de decidir mecanicamente se as asser¢oes formais desse
dominio sao, ou nao, teoremas. Esta observacao (simples de justificar)
parece ter escapado a Hilbert, tendo sido explicitamente feita por Tu-
ring na seccao 11 do seu artigo de 1936.

A comunicagao de Hilbert ao encontro de Konigsberg encontra-se tra-
duzida para o inglés em (Ewald 1996: 1157-1165) sob o titulo “Lo-
gic and the knowledge of nature”. Os detalhes das vidas de Hilbert,
Godel e Turing mencionados no corpo do artigo podem encontrar-se
em (Reid 1986), (Dawson 1997) e (Hodges 1992). Em portugués, vale a
pena consultar (Goldstein 2009) que, apesar de alguma falta de rigor, é
interessante. (Davis 2004) é uma muito boa obra de divulgagao mas, in-
felizmente, a traducao para portugués é muito distraida. O resultado de
Godel sobre a incompletude da aritmética (o sistema que Godel trata
no seu artigo € um sistema de classes que contém a aritmética; NB, do
ponto de vista matematico isso € irrelevante) tem uma hipdtese mais
forte do que a consisténcia (@ denominada w-consisténcia). Em 1936, ).
B. Rosser mostra que o requisito da w-consisténcia pode ser enfraque-
cido para a consisténcia. Os artigos de Godel e Rosser encontram-se
traduzidos para portugués em (Godel et al. 2009). Os artigos originais
nao sao o melhor lugar para quem se queira iniciar nestes assuntos.
Ja as licoes de Godel “Acerca de proposicoes indecidiveis de sistemas
matematicos formais” e a exposicao de Rosser “Uma exposicao infor-
mal das demonstragdes dos teoremas de Godel e de Church”, ambas
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em (Godel et al. 2009), sao bons pontos de partida. Hd também ma-
nuais que explicam estes temas. Em portugués existem (Oliveira 2010)
e, mais avangados, (Sernadas e Sernadas 2012) e (Carnielli e Epstein
2008). Este ultimo contém discussoes sobre questdes dos fundamentos
da matematica.

Os excertos das entrevistas de Newman foram citados a partir de (Cope-
land 2004: 206). Este livro, como o titulo indica, junta as principais pu-
blicagdes de Turing (incluindo, é claro, 0 “On computable numbers with
an application to the Entscheidungsproblem” e a correcao de 1937) e
complementa-as com introducdes e comentarios. E claro que Turing
Nao usou a expressao “maquinas de Turing’, usou antes a expressao “a-
-maquinas” (para maquinas automaticas). A nossa descri¢cao do artigo
de Turing de 1936 é-lhe, em tracos gerais, fiel mas modifica e simplifica
(e omite) algumas discussoes. Em primeiro lugar, as a-maquinas tém
uma fita que é apenas infinita numa das diregdes tendo, portanto, um
comego. As instrugdes para as a-maquinas sao também ligeiramente
diferentes daquelas que apresentamos e Turing adota convengdes que
nao seguimos (como € o caso da divisao das casas em casas E, para
erasable, e casas F, para fixed). Por outro lado, 0s niUmeros computaveis
a que o titulo do artigo se refere sao numeros reais, nao sao inteiros
positivos. As listas de instrugdes para estes niumeros tém como objeti-
vo “imprimir” a sua representacao decimal (infinita). Em conformidade
com esta visao, a nocao de paragem de Turing é diferente: é, essencial-
mente, a nogao de entrar em circulo, caso em que a maquina fica presa
na impressao duma casa decimal, nao conseguindo prosseguir para a
casa decimal seguinte. Turing usa a terminologia (pouco feliz) de ma-
quinas ‘circulares” e maquinas “sem circulos”. Ao problema de decidir
se uma maquina nao tem circulos, Turing chama-lhe o problema da sa-
tisfatoriedade. A expressao “halting problem” foi introduzida bastante
mais tarde em (Davis 1958: 70). Turing apresenta duas demonstragoes
para a indecidibilidade. Sobre a primeira, Turing é duma grande candu-
ra. Escreve que apesar da demonstragdo ser perfeitamente correta, tem a
desvantagem de poder deixar no leitor a sensagdo de que “algo deve estar
errado” (destaque no original). Tanta simplicidade poderia deixar o lei-
tor desconfiado... A demonstragao que apresentamos no texto € uma
versao da primeira demonstracao de Turing. O leitor que queira saber
exatamente o que Turing escreveu deve, é claro, ler o artigo original.
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Ha uma ocasidao no nosso texto em que, para nao quebrar a fluidez
da exposi¢ao, comprometemos um pouco o rigor: foi na descricao das
entradas de maquinas de Turing para a maquina universal. A maquina
universal, sendo ela propria uma maquina de Turing, € dada por uma
lista finita de instrug¢des na qual constam apenas um numero finito de
estados e de simbolos. Por outro lado, as maquinas de Turing - como
entradas para a maquina universal - consistem num numero finito de
estados e de simbolos que podem ser tao numerosos quanto se queira
(o numero finito depende da maquina). A maquina universal deve estar
preparada para aceitar e trabalhar sobre entradas (listas de instrugdes)
com um numero tao grande quanto se queira de estados e simbolos.
E facil de tornear este problema por meio de codificacdes apropriadas.
P. ex., podem-se codificar os estados q,, q,, ;... por El, EIl, Elll,... Bas-
tariam dois simbolos (E e ) para descrever qualquer um deste numero
infinito de estados (nao € necessario um simbolo novo para cada esta-
do). Mutatis mutandis para a codificacao de simbolos.

A citacao de Davies foi extraida do terceiro paragrafo do artigo “Cor-
rections to Turing’s universal computing machine” publicado em (Cope-
land 2004). O comentario da entrevista de Davies é citado também a
partir de (Copeland 2004). Esta obra, assim como o capitulo 8 de (Davis
2004), sao bons lugares de consulta para quem estiver interessado na
historia da construgao dos primeiros computadores eletronicos de pro-
pdsito geral. A citacao de Aiken esta no capitulo 7 do livro de Davis.

Os dois artigos de Church de 1936 podem encontrar-se na colectanea
(Davis 1965). O segundo artigo que mencionamos, onde é formulada a
tese de Church, intitula-se “An unsolvable problem of elementary num-
ber theory”. A designacgao de “tese” para a proposta de Church é devida
a Kleene num artigo de 1943. Veja-se (Davis 1965: 274) e (Davis 1982:
13). Por vezes, a tese de Church também é chamada de tese de Church-
-Turing. A classificacao, por Godel, da proposta de Church como sendo
‘completamente insatisfatéria” aparece numa carta de 1935 de Church
a Kleene, citada em (Davis 1982: 9). A carta de Godel a Davis vem men-
cionada em (Godel et al. 2009: 51-52), assim como os dois paragrafos
de Godel de 1965 (Godel et al. 2009: 113). Godel afirma que a nocao
de computabilidade é absoluta: o leitor deve comparar esta no¢ao com
a nogao de definibilidade (discutida no Apéndice Il) ou de dedutibili-
dade formal aritmética (nao € absoluta pois depende da axiomatica de
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base). A locucao “uma espécie de milagre” e a citacao final também se
encontram em (Godel et al. 2009: 883). Estamos a referir-nos ao artigo
“Reflexdes sobre problemas em matematica apresentados a conferén-
cia do bicentenario de Princeton”. Apesar do contraste que Godel faz da
nogao de computabilidade com as no¢oes de demonstrabilidade e de-
finibilidade o artigo é, realmente, uma tentativa de salvar estas nogoes
do seu relativismo a linguagem. A nocao epistemologica a que Godel
se refere é, presumivelmente, o conhecimento que é obtido apenas por
meio dum calculo - o que é identificado com o conceito matematico de
computabilidade a Turing.

Na internet encontra-se disponivel bastante informagao sobre Turing.
Em http://www.turingarchive.org esta o “The Turing Digital Archive”. Ha
também a pagina http://www.turingcentenary.eu/ do “2012 The Alan
Turing Year”. E possivel encontrar o artigo de Turing de 1936 na inter-
net. Também é possivel encontrar na internet os meus artigos mencio-
nados nestes apontamentos.
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