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PREFACIO

Escrevemos este livro para estudantes de cursos de Matematica Aplicada, Fisica e
Engenharia, que estudam Algebra Linear no primeiro ano da Universidade, o que ex-
plica a escolha da matéria e o nivel de generalidade da apresentagao. Incluimos no
livro apenas os conceitos e resultados importantes para as aplicacdes da Matema-
tica e as demonstracoes foram feitas sem tentar atingir a maxima generalidade. Do
nosso ponto de vista, o nome “Algebra Linear” ndo ¢ o mais adequado para chamar
a esta disciplina. O nome mais adequado seria “Geometria de Espacos de Dimensao
Finita”. No entanto, decidimos dar ao livro o titulo “Algebra Linear do Ponto de Vista
Geomeétrico” para nao confundir o leitor sobre o seu conteudo. Salientamos, porém,
que é daquele ponto de vista que expomos a matéria neste livro.

O livro contém doze capitulos. No primeiro capitulo introduzimos os conceitos princi-
pais do calculo vetorial no plano. Estes conceitos sao generalizados para o espaco de
dimensao trés no segundo capitulo. O espaco linear de dimensao n é o objeto princi-
pal de estudo no terceiro capitulo. No quarto capitulo estudamos espacos normados
e Euclidianos. No capitulo cinco consideramos as aplicacoes lineares e estabelece-
mos a correspondéncia entre aplicacoes lineares e matrizes. Introduzimos a nocao
de determinante como um objeto geométrico no sexto capitulo. Os vetores e valores
proprios sao o tema do sétimo capitulo. No oitavo capitulo estudamos os espagos
afins que generalizam os espagos de vetores considerados nos primeiros dois capi-
tulos do livro. No nono capitulo consideramos formas quadraticas. Dedicamos o
capitulo dez as conicas e o capitulo onze as quadricas. O ultimo capitulo é destinado
ao leitor mais preparado. Nele demonstramos o Teorema Fundamental da Algebra e
o0 teorema sobre a forma candnica de Jordan.

As partes do livro dedicadas a ligacdo da Algebra Linear com outros ramos da Mate-
matica, tais como equacoes diferenciais ordinarias, cadeias de Markov, analise funci-
onal e equagoes em derivadas parciais, ou que tém matéria mais dificil, estao marca-
das com um asterisco. O leitor interessado pode voltar a estas partes numa segunda
leitura, pois este livro foi pensado como “livro de cabeceira” de um estudante durante
todo o seu percurso académico.

O livro ndo tem exercicios. E aconselhavel o uso do livro de exercicios Seymour Lips-
chutz, Marc L. Lipson, Linear Algebra, Schaum’s Outline Series, McGraw-Hill, 2009 para
aprender melhor a matéria.

Escrevemos este texto como uma introducdo a Algebra Linear. Ao leitor interessado
em conhecer os resultados mais profundos desta parte da Matematica podemos reco-
mendar os seguintes livros: Felix R. Gantmacher, The Theory of Matrices, AMS Chelsea
Publishing, 1959; Georgi E. Shilov, Linear Algebra, Dover Publications, 1977; Paul Hal-
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mos, Finite-Dimensional vetor Spaces, Springer, 1987, Luis Magalhaes, A'lgebra Linear
como Introducdo a Matemdtica Aplicada, Texto Editora, 1996, Igor R. Shafarevich and
Alexey O. Remizov, Linear Algebra and Geometry, Springer, 2013; Sheldon Axler, Linear
Algebra Done Right, Springer, 2015.

Os autores agradecem os comentarios e as sugestoes que Maria Margarida Ferreira e
Sofia Lopes fizeram a versao preliminar deste livro.

Universidade do Minho, julho de 2025

Gaspar J. Machado, Gueorgui Smirnov, Irene Brito e Ricardo Costa.
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1. O plano



Definicao de vetor
através de segmentos

1. OPLANO

1.1. Introducao

Neste capitulo vamos introduzir um conjunto de definicGes e teoremas, algumas de-
las ja conhecidas do curso de Matematica que o leitor teve na Escola, associados a
objetos planos. Para facilitar a leitura, muitas vezes, nas demonstragoes dos teore-
mas, vamos recorrer a figuras que esclarecem as ideias principais do raciocinio.

1.2. Vetores no plano

O conceito principal com que vamos trabalhar neste capitulo é o de vetor do plano,
que designaremos apenas por vetor. Um vetor é caracterizado por um comprimento,
uma direcao e um sentido. Assim, um vetor pode ser representado por varios seg-
mentos orientados com ponto inicial e ponto final diferentes desde que os seus com-
primentos, direcoes e sentidos sejam iguais (este procedimento € semelhante a re-

-~ ’ . . -~ 1 2
presentacdo dos numeros racionais, em que, por exemplo, as representagoes 5, %

e % referem-se todas ao mesmo numero racional). Assim, dado um comprimento,
uma direcao e um sentido, ha uma infinidade de representagoes do mesmo vetor.
Este conjunto de representagdes para um vetor é, o que em Matematica se diz, uma
classe de equivaléncia. A notacdo que aqui vamos usar para representar vetores € a
de identificar o vetor através de uma letra mindscula com uma seta por cima ou entao
identificando o ponto inicial e o ponto final de um representante do vetor e colocando
também por cima uma seta. Temos, entdo, que todos os segmentos orientados re-
presentados na Fig. 1.1 referem-se a um mesmo vetor que pode ser designado por d

ou P1Pj ou PoP; ou P3Ps.

Representaremos por V2 o conjunto de todos os vetores.

IS

P,

Py

P

Se o ponto inicial e o ponto final de um segmento orientado do plano coincidirem,
chamamos a esse caso particular vetor nulo, que representamos por 0z. O vetor nulo
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nao tem nem a direcao nem o sentido definidos e pode ser representado por qualquer
ponto do plano.

Dizemos que dois vetores sao paralelos (ou colineares) se tém a mesma direcao e
iremos considerar que o vetor nulo é paralelo a todos os vetores. Assim, os vetores
representados na Fig. 1.2 sao todos paralelos dois a dois. Para denotar que os vetores
debsao paralelos, escrevemos al|b.

ol

S

Dado um vetor nao nulo d, podemos construir um novo vetor com o mesmo compri-
mento e a mesma dire¢ao, mas com o sentido contrario, que chamamos vetor oposto
(ou simétrico) de a e representamos por —a (veja a Fig. 1.3). O vetor oposto do vetor
nulo é o proprio vetor nulo.

P

QU

P

Representamos o comprimento do vetor a por |d|, a que também chamamos norma
de a, e dizemos que € unitario se |d| = 1. No caso do vetor nulo temos que |62| =0.
A distdncia entre dois pontos P, e P € a norma |ﬁ|. A distancia entre o ponto P
e 0 conjunto de pontos £ € o infimo das normas |I$3|, onde P’ € P.

Representamos por /(d, 5) o angulo entre dois vetores ndo nulos a e b, que é um
valor do intervalo [0, 7] (ou [0°, 180°]), e temos que £(a, b) = (b, @) (0 4ngulo entre
dois vetores em que pelo menos um deles é o vetor nulo nao esta definido). No caso
dos vetores terem a mesma direcao e o0 mesmo sentido o angulo é 0 e no caso de
terem a mesma direcao mas sentidos opostos o angulo é z. Dizemos que dois vetores
nao nulos sao ortogonais (ou perpendiculares) se o angulo que formam é 7. Se pelo

Figura 1.2
Vetores paralelos.

Figura 1.3
Vetor oposto.
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menos um deles é o vetor nulo dizemos também que sao ortogonais. Usamos a
notacdo a L b para dizer que os vetores a e b sao ortogonais. Na Fig. 1.4 estdo
representadas todas estas situacoes.

S
S

1

(a) (@@ b) <= (b) 2(ab) > Z.

a A < " ” >
2(@,b) = 0. -
() «(@?b) (d) «(d,b) =n.
A
b
- >
a

Figura 1.4
Angulo entre dois
vetores. (e) (d,b) = z

Vamos agora definir duas operacoes que envolvem vetores: a soma de vetores e a
multiplicagao de um vetor por um numero real.

A soma dos vetores a e b, que continua a ser um vetor do plano e que representamos
por a + b, é igual ao outro vetor no caso de um deles ser o vetor nulo (ou seja,
d+ 09 = de0y+ 09 = 09). No caso de ambos os vetores serem nao nulos, temos:

» Se os vetores tém diregoes distintas, entdao a sua soma é obtida através da se-
guinte regra, conhecida por regra do paralelogramo: aplicamos os vetores d e b
no mesmo ponto sendo a sua soma o vetor definido pela diagonal do paralelo-
gramo que tem os vetores d e b como lados adjacentes a partir do ponto onde
se aplicaram os vetores d e b (veja a Fig. 1.5(a)).
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» Se os vetores tém a mesma dire¢ao e o0 mesmo sentido, entao a sua soma é o
vetor com a mesma direcdo e o mesmo sentido dos vetores d e b e com o com-
primento igual a soma dos comprimentos dos vetores a e b (veja a Fig. 1.5(b)).

» Se os vetores tém a mesma direcao, sentidos opostos e comprimentos diferen-
tes, entdo a sua soma € o vetor com a direcao dos vetores d e 1;, com o sentido
do vetor com maior comprimento e com o comprimento igual a diferenca en-
tre o comprimento do vetor com maior comprimento e o comprimento do vetor
com menor comprimento (veja a Fig. 1.5(c)).

» Se o0s vetores tém a mesma dire¢ao, sentidos opostos e 0 mesmo comprimento,
ou seja, a soma de vetores opostos, entao a sua soma é o vetor nulo Oz (veja a
Fig. 1.5(d)).

QU
+
S

ISy
S

(a) Vetores com dire¢des distintas.  (b) Vetores com a mesma direcdo e
0 mesmo sentido.

a+b b g
> <€ >
0, = a+ ()
. > < .
a -

(c) Vetores com a mesma direcdo, (d) Vetores com a mesma diregao,
sentidos opostos e comprimentos  sentidos opostos e comprimentos
diferentes. iguais.

A multiplicacdo de um vetor 4 por um numero «, que continua a ser um vetor do
plano e que representamos por ad, € igual ao vetor nulo no casodea = 0oud = 62
(ou seja, 0a = 62 e 0162 = 62). No caso de a # 62 e de @ # 0, a multiplicacao de a
por a da um vetor com a mesma direcdo do vetor @, com o comprimento |«/||d| e com
o sentido do vetor d@ se @ > 0 ou com o sentido oposto se @ < 0 (veja a Fig. 1.6).

A cada vetor nao nulo d é possivel associar um vetor unitario com a mesma direcao

e 0 mesmo sentido de a. Este novo vetor, que se chama versor de a, € dado por I%I

Figura 1.5
Soma de dois vetores
nao nulos.
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Figura 1.6
Multiplicacao de um
vetor @ por um nimero
a.

No teorema seguinte estabelecemos as propriedades da soma de vetores e da multi-
plicacao de um vetor por um numero.

1. A soma de vetores é comutativa, isto &, quaisquer que sejam os vetores
deb, temosqued+b=>b+a.

2. A soma de vetores é associativa, isto é, quaisquer que sejam os vetores
d,bec,temos que (d+b)+c = da+ (b+¢), pelo que podemos escrever
a+b+c

3. O vetor nulo é o unico vetor tal que o resultado da sua soma a qualquer
vetor da o mesmo vetor a que se somou o vetor nulo, isto é, qualquer que

seja o vetor 4, temos que d + 02 = a (o vetor nulo é o elemento neutro
da soma de vetores).

4. Dado um vetor, existe um Unico vetor tal que o resultado da sua soma
€ o vetor nulo. Temos, ainda, que esse Unico vetor é o vetor oposto do
vetor dado, isto &, qualquer que seja o vetor a, temos que a + (—d) = 0s.

5. A soma de dois vetores € distributiva relativamente a multiplicacao por
um nudmero, ou seja, a multiplicacao da soma de dois vetores por um
numero € igual a primeiro multiplicar cada um dos vetores por aquele
numero e depois somar os dois vetores dai resultantes, isto €, qualquer
que seja 0 numero @ e quaisquer que sejam os vetores a e b, temos que
(@ + b) = ad + ab.

6. A soma de dois numeros é distributiva relativamente a multiplicacao por
um vetor, ou seja, a multiplicagao da soma de dois numeros por um vetor
€ igual a primeiro multiplicar esse vetor por aqueles numeros e depois
somar os dois vetores dai resultantes, isto €, quaisquer que sejam os
numeros « e B e qualquer que seja o vetor d, temos que (@ + B)d =
ad + Ba.

7. A multiplicacao de niumeros por um vetor € associativa, ou seja, a mul-
tiplicacao do produto de dois nimeros por um vetor é igual a primeiro

continua na pagina seguinte
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continuagao da pagina anterior

multiplicar esse vetor por um dos numeros e depois multiplicar o vetor
dai resultante pelo outro numero, isto €, quaisquer que sejam os numeros
« e B e qualquer que seja o vetor d, temos que (eB)d = a(pa).

8. A multiplicagao de um vetor pelo numero 1 é igual ao vetor, isto &, qual-
quer que seja o vetor d, temos que 1d = d (o numero 1 é o elemento
neutro da multiplicagao de um nimero por um vetor).

Demonstracao. As demonstracoes destas propriedades sao tao simples que tudo se
torna 6bvio nas seguintes figuras.

Figura 1.7
Comutatividade da
soma de vetores.

Figura 1.8

Associatividade da soma
a+b+¢=a+(b+3)=(@+b)+¢ de vetores.

Figura 1.9

Unicidade do elemento
neutro da soma de
vetores — vetor nulo.

=]
3
U
1

U
+
(=)

3



Figura 1.10
Unicidade de vetor
oposto.

Figura 1.11
Distributividade da
multiplicacao de um
numero relativamente a
soma de vetores.

Figura 1.12
Distributividade da
multiplicacao de um
vetor relativamente a
soma de numeros.

Figura 1.13
Associatividade da
multiplicacao de
ndmeros por um vetor.

Figura 1.14
Elemento neutro da
multiplicagao de um
ndmero por um vetor.

1. OPLANO

a(@+b) = ad + ab

a

ISy

U

a(Ba) = (ap)a
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1.3. Combinacao linear, dependéncia linear, base,
coordenadas e dimensao

Vamos agora caracterizar numericamente os vetores por forma a desenvolver um for-
malismo de calculo das operagoes com vetores de uma maneira alternativa as defini-
¢oes graficas dadas na secgao anterior. Esta nova abordagem, conhecida por método
das coordenadas, é fundamental para a resolucao dos problemas que pretendemos
tratar.

Sendo R? o conjunto dos pares ordenados cujas componentes sao nUMeros reais, ou
seja, R? = {(a, B) : a, B € R}, podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre o “espaco abstrato” R? e o “espaco fisico” V2, em que os vetores podem ter um
significado fisico representando, por exemplo, uma for¢a ou uma velocidade. Assim,
dados dois vetores & e b ndo paralelos (o que implica que nem @ nem b s3o o vetor
nulo), existe um Gnico par ordenado (@, 8) € R? tal que qualquer vetor ¥ se pode
escrever como

-

¥ = ad+ Bb. (1.1)

Dizemos neste caso que o vetor v € uma combinagdo linear dos vetores d e b e vamos
representar por Lin{a, b} o conjunto de todas as combinacoes lineares dos vetores a
e b.

Fixemos um ponto do plano, que denotamos por O e que chamamos origem. A partir
de agora, vamos representar todos os vetores fazendo com que o seu ponto inicial
coincida com o ponto O. Em particular, aplicando o vetor nulo ao ponto O obtemos o
proprio ponto O. Através deste processo podemos estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos e os vetores do plano da seguinte maneira: ao ponto A
fazemos corresponder o vetor OA que vamos considerar como o representante do
vetor d que € o conjunto de todos os segmentos orientados com a direcao, o sentido
e o comprimento do vetor 0_1)4 Assim, o plano pode ser encarado como um conjunto
de pontos ou um conjunto de vetores.

Consideremos pontos A e B diferentes de O. Os vetores a e b sdo representados pelos
— — . —_— —

vetores OA e OB, respetivamente. Em vez dos representantes OA e OB vamos usar

os simbolos @ e b para simplificar a escrita.

Sejamd e b vetores paralelos. Entao, pelo menos um deles é multiplo do outro, ou
seja, existem numeros @ e 8 nao ambos nulos tais que a&—i—ﬁl; =05, ou seja, o vetor
nulo é uma combinacao linear dos vetores a e b. Dizemos, neste caso, que os vetores
d e b sao linearmente dependentes. No caso dos vetores a e b nao serem paralelos,
entao o vetor nulo 52 s6 € uma combinagao linear dos vetores d e hbcoma = 0e
B = 0. Dizemos neste caso que os vetores d e b sao linearmente independentes.

Se os vetores a e b sdo linearmente independentes, entdo qualquer vetor ¥ é uma
combinacao linear desses dois vetores dada pela férmula (1.1). Neste caso dizemos
que B = {a, l_;} ¢é uma base de V? (veja a Fig. 1.15) e que @ e 8 sdo as coordenadas do
vetor v nesta base e usamos a notagao vg = (a, 8) ou simplesmente ¥ = (a, 8) no
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Figura 1.15
Coordenadas de um
vetor.

1. OPLANO

caso de ndo haver ambiguidade da definicio da base. Como qualquer base em V2 tem
dois elementos, dizemos que a dimensao de V? é dois e escrevemos dim(V?) = 2.

A representacao de vetores numa base é unica. De facto, se
ad+ Bb=a'd+ p'b,

entao
(@—a)d+ (B-p')b = 0s.

Como os vetores da base sao linearmente independentes, temosa—a’ =0e -’ =
0.

Vamos voltar agora as operagoes soma de vetores e multiplicagao de um vetor por
um numero. Sejam B = {a, b} uma base de V? e ¥ e y vetores dados nesta base por

¥g = (x1, x?) e ¥ = (y', y?). (Neste livro vamos representar as coordenadas de um

vetor, por exemplo, Z, por indices superiores: z!, 2, .. ..) Entao,

(F+7)s = (' +yLx*+)?)

(a¥)g = (axt, ax?).

Representamos nas Figs. 1.16 e 1.17 a soma de vetores e multiplicagao de um vetor
por um numero, respetivamente, em termos de coordenadas na base 8.

1.4. Sistemas de coordenadas

Escolhemos uma origem O e uma base B de V2. Ao par (0, 8) chamamos um sistema
de coordenadas de V2.

Consideremos, em V2, dois sistemas de coordenadas (0, 8) e (0’,8’), onde 8 =
($1, 72} € B = {¥], 74}, com g = OO (veja a Fig. 1.18).
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Consideremos um vetor ¥ que no sistema de coordenadas (O, 8) tem a forma

1\71 + x2\72. (1.2)

V=ux
indices de vetores sdo representados por indices inferiores. Vamos ver como escrever
0 mesmo vetor no sistema de coordenadas (O’, 8’). (Esta passagem de um sistema de
coordenadas para outro € muito importante para a resolucao de muitos problemas.)

1

Figura 1.16
Soma de doisyetores na
base B = {a, b}.

Figura 1.17
Multiplicagao de um
vetor por um numero na
base B = {a, Z}.
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Figura 1.18
Mudanca do sistema de
coordenadas.

1. OPLANO

Suponhamos que na base B’ temos as representacoes

Vo = a(l)l_)’i + agﬁé,
v = a%\_/’i + a%\_}é,

2> 2-
Vo = aivy + azvy.

(Na Fig. 1.18, os vetores vy, Vo € ¥ estao representados por linhas tracejadas quando
0 seu ponto inicial € 0’)) No sistema de coordenadas (0’, 8’), em vez de (1.2), temos

V= x!91 + x%s + T = xH (a1 + a3y + x2(adV] + a3vh) + alV] + aSv,

= (a1x! + afx® + a?)¥] + (agx' + a3x* + al)vs.
Portanto, as coordenadas do vetor v no sistema de coordenadas (O’, B’) sao

(x1) = ajx! + aix* + df,

(x?) = agx' + a3x* + b,
ou seja,

V= (ajx' +aix* + a0 ajx! + a5x* + a).

Consideremos um exemplo simples de passagem de um sistema de coordenadas para
um outro.

Exemplo 1.1. Temos duas bases B = {¢1,¢é2} e B" = {¢€],¢€,} em V2 com a mesma
origem (ou seja, com ¥p = (0,0)), e trés vetores (¢])s = (1,2), (&))s = (2.-3) e
dg = (1,1). Vamos determinar (¢1)g, (€2)s € dg. Como €] = €1 + 2¢3 e &), =

2¢1 — 3é», da primeira igualdade obtemos €1 = €] — 2¢2. Substituindo na segunda

. S _ o _ > S 2= 1= > 3 2> .
igualdade temos e, = 2¢; — 7é2. Logo, 2 = €] — =€, e €1 = 7€) + =¢e5, ou seja,

1
(@)s = (2.2) e (é2)p = (2,-1). Da igualdadle & +é =38 + 28+ 22 - 12,

obtemos & + &, = 2&| + 12, isto é, dg = (2, 1). .
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1.5. Projecao de um vetor sobre uma reta orientada,
produto escalar e base canonica

Nesta seccao vamos comecar por definir a projecao de um vetor sobre uma reta ori-
entada para depois introduzir a definicao de produto escalar.

Definicao 1.1. Reta orientada

Seja a um vetor nao nulo. A uma reta paralela ao vetor ¢ podemos associar o
sentido desse vetor. Nesse caso dizemos que a reta é orientada pelo vetor a e
usamos a notacao r(a).

Definicao 1.2. Projecao de um vetor sobre uma reta orientada

Sejam a um vetor e r(l;) a reta orientada pelo vetor nao nulo b. A projecao
do vetor d sobre a reta orientada r(l;), que representamos por projr(,;) (a), é
0 numero resultante da multiplicagdo da norma do vetor a pelo cosseno do
angulo formado entre os vetores & e b, ou seja, projr(l;) (@) = |a|cosg, ¢ =

£(a,b) (veja a Fig. 1.19).

(b) projr(g)(c?) < 0.

continua na pagina seguinte
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continuagao da pagina anterior

proj, (@)

Figura 1.19

Projecao de um vetor
sobre uma reta
orientada. (c) projr(l;)(ii) =0.

Temos, entao, as seguintes propriedades.

1. A projecao da soma de vetores € igual a soma das projecoes destes ve-
tores, isto é, sendo dj, . . ., d,, vetores e b um vetor nao nulo, temos que

Proir(g) (@ +-+dm) = PFOJr(g) (@) +---+ Pijr(g)(ﬁm)-

2. A projecao do resultado da multiplicacao de um vetor por um ndmero é
igual a multiplicacao da projecao do vetor pelo nimero, isto €, sendo a
um numero, @ um vetor e b um vetor nao nulo, temos que

projr(l;) (@d) = «a projr(l;) (@).

Demonstracao. As demonstragoes destas propriedades sao uma consequéncia ime-
diata da definicao de projecao de um vetor sobre uma reta orientada e sao ilustradas
nas Figs. 1.20 e 1.21.

Figura 1.20 projr(l;)(ﬁl + o+ am)
A projecao da soma de ) . ) .
vetores é igual a soma = PrOJ,(Z,)(al) +oee Tt PTOJ,(g)(am) r(Z)

das projecoes.
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P

! ! ! Figura 1.21

proj, (@) ; A projeco do resultado
da multiplicagao de um
vetor por um ndmero é
igual ao resultado da
multiplicacao do
ndmero pela projecao
r(b) do vetor.

projr(l;)(a/&) = a’projr(f,)(a)

Teorema 1.3

Sejam @ um vetor e b um vetor nao nulo. Entao, proj, (@) =- proj, _z (@).

Demonstracao. Para variar, vamos fazer esta demonstragao de uma maneira analitica,
apesar de uma demonstracao grafica também ser possivel e mais simples. Atendendo
a definicao da projecao de um vetor sobre uma reta orientada, temos:

~ pro, (@) = ~(l cos(2(@. ~B))) = ~(l(~ cos(2(d. §))))

= |d| cos(z(a, l_;)) = projr([,) (@).

Vamos agora definir uma operagao muito importante.

Definicao 1.3. Produto escalar

Seja @ um vetor do plano. Dizemos que o produto escalar entre d e 0o, que
representamos por {a, 52> ouada- 62, é 0. Sejam, agora, d e b dois vetores nio
nulos. Dizemos que o produto escalar entre d e b, que representamos por {d, Z)
oud-b,é igual ao resultado da multiplicagao do comprimento do vetor beda
projecao do vetor d sobre a reta gerada pelo vetor b. Temos, entao:

= 0, sed =0y 0ub =0y
{a,b) =1

|| projr(g) (@), caso contrario.

Ao produto escalar também chamamos produto interno.

Apresentamos, agora, algumas propriedades do produto escalar.

Teorema 1.4

Sejam d e b vetores nao nulos do plano e ¢ o angulo que formam. Entao,
(@ by = |allb| cos ¢.
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Demonstracao. Atendendo a definicao da projecao de um vetor sobre uma reta ori-
entada, temos:

(d, b) = 1Bl proj, 5 (@) = |l|d| cos ¢ = ||| cos ¢.

Notemos que, se o angulo entre os vetores d e b for ¢ = % entao pelo teorema
anterior temos {(a, b) = 0. Portanto, dois vetores sao ortogonais se e sd se o seu
produto escalar é zero.

Sejam a, b e ¢ vetores e @ um numero. Entao:

1. (G, b) = (b, a);
2. (ad,b) = a(a,b);

3. (4, b+ &) = (d@b) + (@)

Demonstracao.

1. Vamos fazer a demonstragao considerando dois casos.

(@) Sea = 62 ou b= 62, entdo a propriedade é imediata.

(b) Sed # 04 e b # 0, e considerando o = /(a, I;), temos:
(@,b) = |dlb| cos ¢ = |bl|dl cos ¢ = (b, ).
2. Vamos fazer a demonstracao considerando trés casos.

(@) Sea=0o0ua= 62 oub= 62, entao a propriedade é imediata.

(b) Sea>0ed#0seb# 0y temos:
(ad@,b) = (b,ad) = |ad] proj, oz ()
= /|| proj, (4a)(b) = aldl proj, (z(b) = a(a,b).
() Sea<0ed#0seb# 0y, temos:
(ad,b) = (b, @) = |ad]| Proj, (4a)(b) = lal|d] Proj, (az) (b)
= ad|(~ proj,(z) (b)) = aldl proj,z)(b) = a(@b).
3. Vamos fazer a demonstragao considerando quatro casos.

(@) Sea = 05, entdo a propriedade é imediata.
(b) Se b+ =09 comb=0se&=0,,entio a propriedade € imediata.

(c) Se b+ & =0y comb# 09 e &% 0y, entdo temos

(@,b) 4 (a@,&) = (a@,b) + (G, -b) = (G,b) — (@, b) = 0 = (G, b+ ).
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(d) Sed + 0 € b+ & # 09, entdo temos
@b+ = (b+&ay = |l proj,z) (b + ¢)
= |al(proj, (a)(b) + proj, (4 (¢))
= 1d] proj, (a)(B) + 1l proj, () (&) = (B,@) + (2@

= (G, b) + (@,7).
||

As bases mais utilizadas sao as bases ortonormais, ou seja, bases formadas por dois
vetores ortogonais e unitarios. Fixemos uma base ortonormal 8 = {&1, &2} em V2. A
esta base vamos chamar base candnica (veja a Fig. 1.22). Obviamente as coordenadas
destes vetores na base B sao ¢; = (1,0) e &2 = (0,1). Quando exprimimos as
coordenadas de um vetor @ numa base candnica escrevemos @ = (a',a?) (veja a

Fig. 1.23).

;\_
e =1(0,1)
>4 ] > Figura 1.22
¢ =(1,0) Base canonica.
A
a= alél + aZEz
L e 4
1
1
1
|
1
A |
¢ |
\ Figura 1.23
| Coordenadas de um
L > vetor numa base

2 al canonica.

17
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Considerando uma base candnica, a soma dos dois vetores @ = (a',a?) e b = (b', b?)
€ dada por (veja a Fig. 1.24)
a+b=(a' +b'd® + b?)
e a multiplicagdo do vetor @ = (a', a?) pelo nimero « é dada por (veja a Fig. 1.25)
ad = (aat, ad®).
De facto, temos
G+b=a'd +a%e + b'é + b%é = (a' + b")é, + (a® + b?)&,

— (Cll—f‘bl,aZ"—bQ)

ad = a(a'é) + a’éy) = (aa')é) + (@a®)éy = (aat, ad?).

O comprimento do vetor @ = (a', a?), atendendo ao Teorema de Pitagoras, é dado
por (veja a Fig. 1.26)

@l = (@) + ()2

Se se considerar uma base candnica, o produto escalar pode ser calculado atendendo
ao seguinte teorema.

Teorema 1.6

Sejam, numa base candnica, os vetores @ = (a',a?) e b = (b', b?). Entdo,

(a, Z) = a'b! + %P

Demonstracao. Pelo Teorema 1.5, temos:
@by = (@', + a®e, b, + b%&)
= a'b! (21, &1) + a'b?(é1, &) + a®b' (62, é1) + a’b?(@o, &)
=a'bt x 1 +a'b? x 0+ a®bt x 0+ a®b* x 1 = a'b' + a*p°.
[ ]
Sed # 0y eb # 0o, podemos determinar a projecao do vetor d sobre a reta orientada
r(b) usando a expressio
_ (a, b) B a'b' + a’b?
RN COEENCOR

proj, 5, (@)

Vamos ver como o calculo vetorial pode ser utilizado na resolu¢ao de problemas
geomeétricos.

Exemplo 1.2. Consideremos um triangulo ABC e a sua altura AH (veja a Fig. 1.27).
Suponhamos que sao dados os comprimentos dos lados do triangulo |A_B)|, |A_C>'| e

—, . S > =
|BC|. Vamos encontrar o comprimento da altura AH, isto é, a norma do vetor h = AH.
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\]

\]

QU

@l = V(@ + @

\]
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Figura 1.24

Soma de dois vetores
considerando uma base
candnica.

Figura 1.25
Multiplicagao de um
vetor por um ndmero
considerando uma base
candnica.

Figura 1.26
Comprimento de um
vetor considerando uma
base candnica.
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Figura 1.27
Triangulo ABC e a sua
altura AH.

1. OPLANO

A resolucdo de um problema deste tipo comeca pela escolha de uma base em V2.
Podemos escolher, por exemplo, a base formada pelos vetores d = AB eb= A_(>7
Entdo temos & = BH = A(b — @), onde A é um nimero. Como o vetor / é ortogonal
ao vetor BC = b — d, temos

0= (hb-ad)=(G+cb-a)y=(i+ A(b-a),b-a).
Daqui encontramos
L laP-@b)
b—al?
Logo, temos
jal? - (@ b

h=d+¢=d+—
|b - al?

(b-4a).

Agora é necessario calcular o produto escalar {(a, b) em termos dos comprimentos dos
lados do triangulo. Para fazer isso notemos que

-

b—al* = (b-a,b-ay = |al* + |b|* - 2(ab).
Portanto, temos

L 22 7 =
@b) = 5(1a” + b - b - al*)

al* = <@ b) = 5 (1al” - b + b - al®).

Utilizando esta igualdade encontramos

|hl? = 1al” +

=

-\ 2 - I
|al* - (@, b) |5_5|2_2(|a|2—<a,b>)2
b - al|? b-a

_al

ek (22 R L e Wl
b — a2 41 - @2
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Exemplo 1.3. Vamos, agora, demonstrar que as medianas de um triangulo tém um
ponto comum. Consideremos um triangulo ABC (veja a Fig. 1.28).

. - _) > _> .
Sejam @ = AB e b = AC. Estes vetores formam uma base em V2. Designemos por
M e N os pontos de interse¢ao das medianas com os lados do triangulo AB e BC,
. ~ - - - -
respetivamente. Usando as notagdes m = CM e n = AN, temos

1, - 1,
T S SR
= 5a i=d-+ 2( a)
O ponto de intersecao das medianas é b+ tim = t, onde t e T sdo parametros

(numeros reais). Portanto, temos

- 1. - 1 -

5 (a-8) = (o o)
ou, na forma equivalente,

%Tc_i +(1-1)b= %tc_i + %tz

Os coeficientes dos vetores da base no lado esquerdo e no lado direito desta igual-
dade tém de ser os mesmos. Logo, temos o sistema linear 37 = irel-171 = 1.
Isto significaquer =71 = % Portanto, o ponto de intersecao das medianas divide as
medianas na propor¢ao 2 : 1. Isto significa que todas as medianas tém um ponto de

intersecao comum. O

1.6. Método de Gauss para sistemas lineares com duas
equagodes e com duas incognitas

E Util termos uma ferramenta para fazer calculos com coordenadas. Essa ferramenta
€ um algoritmo de resolugao de sistemas de equagoes lineares e é conhecido como
Método de Gauss (conhecido também por eliminagao de Gauss). Com a ajuda deste
algoritmo, na seccao seguinte, conseguiremos, por exemplo, calcular as coordenadas
do ponto de intersecao de duas retas.

Figura 1.28
Medianas.
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Consideremos um sistema linear com duas equacdes e com duas incognitas x! e x?

ax*+bx2=c,

dx' 4 ex? = f,

em que a, b, ¢, d, e e f sao numeros reais. O que pretendemos & determinar os
ndmeros reais x! e X2 tais que

axt +bx’=c,

dx' +ex’=f.

Se existirem, dizemos que o par ordenado (x!, ¥?) é uma solucdo do sistema linear.
Veremos que ha sistemas de equacgoes lineares para os quais sé existe um par orde-
nado que é solucdo e neste caso dizemos que é um sistema possivel e determinado.
Ha sistemas de equacodes lineares para 0s quais existe uma infinidade de pares or-
denados que sao solucao e neste caso dizemos que é um sistema possivel e inde-
terminado, e ha sistemas de equagoes lineares para os quais nao existe nenhum par
ordenado que é solugao e dizemos neste caso que é um sistema impossivel. Estas
sao as unicas situagdes possiveis, nao podendo existir, por exemplo, um sistema Li-
near para o qual existem so dois pares ordenados que sao sua solugao. No caso de
¢ = f = 0, dizemos que o sistema de equacoes lineares é um sistema homogéneo,
que admite sempre a solucdo trivial x! = ¥2 = 0.

Existem muitas maneiras para determinar a solu¢ao de um sistema linear. Neste texto
vamos estudar o Método de Gauss.

O Método de Gauss € constituido por duas fases. O objetivo da primeira é transfor-
mar o sistema dado num novo sistema linear mais simples mas equivalente, isto é
com a mesma solucao. No final da primeira fase ja é possivel verificar se o sistema
dado é possivel e determinado, se é possivel e indeterminado, ou se é impossivel. A
segunda fase s0 se aplica aos dois primeiros casos e é constituida pela obtengao da
sua solucao.

Vamos agora ilustrar a aplicagao do Método de Gauss a sistemas lineares com duas
equacgoes e com duas incdgnitas considerando os trés tipos de sistemas de equagoes
lineares.

Comecemos pelo sistema linear

xl X2 =1,

2xt —2x2=1.
Se subtrairmos a segunda equagao o dobro da primeira, obtemos

x4+ x2=1
—4x?=-1.

Com esta operacgao, termina a primeira fase do Método de Gauss para este exemplo. A
segunda fase consiste em determinar a sua solugao, que agora € simples de calcular:
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da segunda equacao determinamos o valor de x2, que é neste caso i. Se substituir-
mos agora este valor na primeira equacao, obtemos o valor de x!, que é neste caso
%. Este é um exemplo de um sistema possivel e determinado.

Consideremos, agora, o sistema linear

xt —|—x2:1,

—3x! - 3x2=-3.

Se adicionarmos a segunda equacao o triplo da primeira, obtemos

0 que implica que a segunda equagao é sempre satisfeita qualquer que seja o valor
de x2. Por este motivo, dizemos que x? é uma incognita livre e que vai ser substituida
pelo pardmetro real x2 = @ € R. O valor da outra incégnita, x!, que se diz incégnita
pivo, terd necessariamente que vir em funcdo daquela, ou seja, x! = 1 — . Este é
um exemplo de um sistema possivel e indeterminado.

Seja, finalmente, o sistema linear

xt—x2 =1,

2xl —2x2=1.
Se subtrairmos a segunda equagao o dobro da primeira, obtemos

x-x2 =1,

Ox2=-1,
0 que implica que a segunda equagao nunca é satisfeita, isto €, nao existe nenhum

numero que multiplicado por 0 dé —1. Concluimos, entao, que este € um exemplo de
um sistema impossivel.

Vamos agora mostrar como o Método de Gauss ajuda na resolucao de problemas de

calculo vetorial envolvendo coordenadas.

Exemplo 1.4. Consideremos vetores q, be 7 deV? que numa certa base tém coor-
denadas (2,1), (3,2) e (1,2), respetivamente. Vamos mostrar que 8 = {d, b} é uma
base em V? e determinar as coordenadas do vetor 7 nesta base.

Para mostrar que 8 é uma base em V2 basta demonstrar que os vetores d e b so
linearmente independentes, ou seja, que a igualdade

@(2.1) + £(3.2) = (0,0) (13)
implica que @ = B = 0. A igualdade (1.3) € equivalente ao sistema

20+ 36 =0,
a+28=0.
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Resolvendo-o através do Método de Gauss, obtemos @ = g = 0. Portanto, os vetores
d e b sdo linearmente independentes e formam uma base em V2.

Para encontrar as coordenadas do vetor 7 nesta base resolvemos a equagao «(2,1) +
B(3,2) = (1,2) que é equivalente ao sistema

20+ 38 =1,
a—+28=2.

Resolvendo-o através do Método de Gauss, obtemos & = —4 e 8 = 3. Assim, temos

que g = (-4, 3). g

1.7. Equacao geral de uma reta

Vamos agora deduzir a equagao geral de uma reta no plano usando as formulas,
obtidas na Secgao 1.4, para a mudanca de sistemas de coordenadas.

It A dd

Consideremos as bases 8 = {V1,V2} € 8’ = {V],V)} em V2 e os sistemas de co-
ordenadas (0, 8) e (0, 8’). Sejam, ainda, (x!,x?) as coordenadas do vetor ¥ no
sistema de coordenadas (0, 8). Atendendo a mudanga de coordenadas, vemos que
no sistema de coordenadas (O’, 8’) as coordenadas do mesmo vetor sao

(xl)’ = a%x1 + a%x2 + a(l),

(x2)' = a%x1 + a%x2 + ag.

Vamos usar estas formulas para deduzir a equagao geral de uma reta no plano. Seja
r uma reta. Escolhemos o ponto O’ e a base {V], v;} como esta indicado na Fig. 1.29,
em que o vetor ] tem a direcao da reta r. Neste sistema de coordenadas a equagao
da reta tem forma muito simples: (x?)” = 0. Portanto, a equacao da reta r no sistema
de coordenadas (O, 8) toma a forma

a%xl + a%xz + ag =0.
Assim, a equacao geral da reta no plano é

Ax! + B2 +C=0.

Podemos agora dar uma interpretacao geométrica muito simples para os sistemas
lineares com duas equagdes e duas incognitas: as duas equagoes definem duas retas
do plano, sendo a solugao do sistema linear formada pelos pontos comuns destas
duas retas. Retomando os trés exemplos apresentados na seccao anterior, o primeiro
sistema

x4+ X2 =1,

2xt —2x2=1,
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cuja solucao é x! = % ex? = }l, corresponde a duas retas concorrentes, isto &, com
um unico ponto comum (veja a Fig. 1.30), o segundo sistema

x4+ X2 =1,
—3x! —3x2=-3,

cuja solugao é x! =1-ae=a eR, corresponde a duas retas coincidentes, isto &,
com uma infinidade de pontos em comum (veja a Fig. 1.31), e o terceiro sistema

xt = x2 =1,

2xl—2x2=1,

que é um sistema impossivel, corresponde a duas retas paralelas, isto é, retas sem
pontos em comum (veja a Fig. 1.32).

2l —2x2 =1
1\ X X

Y

25

Figura 1.29
Equagao de uma reta.

Figura 1.30
Sistema possivel e
determinado.
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Figura 1.31 1\ x!
Sistema possivel e

indeterminado.

+x2=1e 3x-3x2=-3

| =
Y

Figura 1.32
Sistema impossivel.




2. Espaco de dimensao
trés
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2. ESPACO DE DIMENSAO TRES

2.1. Introdugao

Todas as definicoes e propriedades que apresentamos para o plano, tais como o Te-
orema 1.1, reta orientada, projecao de um vetor sobre uma reta orientada, produto
escalar e todas as propriedades deste produto, conceito de ortogonalidade e bases
canonicas sao imediatamente generalizaveis para o caso do espaco de dimensao 3.

Representamos por V3 o conjunto de todos os vetores no espaco, que continuamos a
chamar-lhes apenas vetores.

2.2. Sistemas de coordenadas

Nesta sec¢ao vamos deduzir as formulas para a mudancga de sistemas de coordenadas
em V3. Consideremos, em V3, dois sistemas de coordenadas (0, 8) e (0’, 8’), onde
B = {V1.v0, 3} € 8" = {¥],v},v}}. Consideremos um vetor ¥ que no sistema de
coordenadas (O, B) tem a forma

V= x99 + 1%, + 137 (2.1)

Vamos ver como escrever este vetor no sistema de coordenadas (O’, 8’). Suponha-
mos que na base B’ temos as representagoes

Vo = a(l)fzi + agfzé + asvs,
V1= a1V + agvh + aivi,
Vo = a%\_}’i + ag\_)’é + agﬁé,
V3 = ai’fzi + a5V + asvs.
No sistema de coordenadas (0’, 8’), em vez de (2.1), temos
V= x1\71 + x2172 + x3\_53 + Vg
= x!(a]¥] + ad¥) + a;ﬁé) + x?(a¥V] + a2v + agﬁé)
+ x3(a}v] + a3vy + agﬁé) + al%] + adv) + agﬁé
= (ajx* + alx® + adx® + )V + (agxt + adx® + a3x® + ad)v,

+ (azx' + a3x? + a3 x® + a)v}.

Entdo, analogamente ao caso de V2, as coordenadas do vetor ¥ no sistema (0’, 8)

(1) = ajxt +a2x% + a3 + df,
2 1.1 2.2
(x?) = ajx' + a2x* + a3x® + &,

(x3) = aix! + a2x* + a3x3 + af.
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2.3. Produto vetorial

Vamos definir agora uma operagao em que dados dois vetores da como resultado um
novo vetor. Esta operacao é muito importante e posteriormente vai ser usada para
definir o produto vetorial nos espagos de dimensao superior.

Definicao 2.1. Produto vetorial

Sejam d e b vetores de V3. Chamamos produto vetorial ou produto externo dos

vetores d e b, que representamos por [d, b] ou por @ X b, a um vetor de 3
definido assim:

1. se os vetores a ou b sao vetores nulos ou paralelos, é o vetor nulo do
espaco, ou seja, [a, b] = 0s;

2. caso contrario (veja a Fig. 2.1), é o vetor ortogonal aos vetores a e b, tal
que

(a) o seu comprimento é igual a area do paralelogramo formado pelos
vetoresa e b

(b) e o seu sentido é dado pela regra “pés e cabega”, ou seja, colocamos
o0 pé direito alinhado com o vetor @ e o pé esquerdo alinhado com o
vetor b, entao o produto vetorial de d e b tem o sentido da cabeca.

[b, d]

A partir da definicao podemos concluir que os vetores de uma base canonica verificam
as seqguintes igualdades:

[61,61) =03, [¢1 2] =&,  [é1,83]) = —&a,
(62,81 = —&3, [0, 5] =03, [62,83] =&,

[83’ Z].] = 527 [53’ 52} = _é)].v [53’ 53] = 63

Figura 2.1
Produto vetorial.
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Figura 2.2
Construgao geométrica
do produto vetorial.

2. ESPACO DE DIMENSAO TRES

Na geometria do espaco V3, a sequinte definicao assume um papel fundamental.

Definicao 2.2. Projecao de um vetor num plano

Sejam 7 um plano do espaco V2 e @ um vetor. Dizemos que um vetor bdené
a projecdo ortogonal de a no plano n se o vetor ¢ = @ — b é ortogonal a todos
0s vetores de 7.

Apresentamos, agora, algumas propriedades do produto vetorial, comegando com um
lema que vai util numa das demonstragoes.

Sejam p e G vetores ndo nulos de V3. Entdo, [p, §] = |G|p2, em que j2 é o vetor
que se obtém rodando a projecao do vetor p no plano ortogonal a ¢ na direcao
de [p, q]-

Demonstracdo. Sejam m o plano ortogonal a ¢ e p; a projecao de p no plano n. O
vetor [p, §| é ortogonal aos vetores j e g e portanto também a p; (veja a Fig. 2.2).
Seja p2 a rotacao de p; na direcao de [p, g|. Seja, ainda, ¢ 0 dngulo entre p e g. Como
|p1l = Iplseng e |p2| = |p1l, temos que |pa2| = |p]sen ¢, pelo que |[5, 4]l = |p2llgl,
uma vez que |[p, g|| = |pllg] sen ¢ (que é igual a area do paralelogramo formado por
p e g). Temos, entao, que [p, ] = |g|pa.

A

S

)23 ¥

Sejam @, b e ¢ vetores de V3 e & um nimero. Entio:

-

1. [d,b] = -[b,ad);

-

= afa,b

N

’

[

2. [ad, b

| = (@2 + [5,)-

L

3. [@+b,
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Demonstracao.

1. Esta propriedade é uma consequéncia imediata da definicao de produto vetorial.

(@, b] coincidem. O sentido destes
| quando @ > 0 e é oposto quando

2. Obviamente as normas dos vetores [ad, b] e
vetores coincide com o sentido do vetor [g,
a < 0.

W‘l@

3. Seja m o plano ortogonal ao vetor ¢. Seja o tridngulo OA;B; a projecao do
triangulo OAB no plano e seja o triangulo O A3 Bs o resultado da rotagao com
amplitude 5 do tridangulo O A1 By no sentido do vetor [d + b, c] (veja a Fig. 2.3).
Se a este ultimo triangulo aplicarmos uma homotetia de centro O e coeficiente
|c], obtemos o tridangulo OA3Bs. Entdo, pelo Lema 2.1, temos as trés seguintes
igualdades:

Consideremos, numa base canénica em V3, os vetores @ = (a',a% a%) e b =
(b, b% b3). Entdo temos

[@ 5] = (a®b® — a®b%, a®b — a'b%,a' b - a®bY).

31

[@+b,¢) = [d@d) + [b,d).
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.1, temos:
(@, 5] = [a'@) + a’@y + a®33, b'@) + b*éy + bE3)
= a'bl[éy, 1] + a'b?[éy, 6] + a'b3[éy, &3]
+ a?bt[@s, 81] + ab?[@o, &5] + a®b [y, &3]
+ a’b' (3, &1 + aPb?[é3, &) + a>b?[3, &3]
= a'b'03 + a'b?e3 4 a' b (=&2) + a®b' (=&3) + a®b?03 + a®b&;
+ a®b'éy + a®b*(—&1) + a®b*03

= (a2b3 —a’h%, a®bt — a' b3, alb? - a2b1).

Notemos que, no caso de vetores @ = (a',a2,0) e b = (b', b2 0), temos
@ b] = (0,0,a'b? — a®b").

Portanto, a area do paralelogramo formado pelos vetores (a', a?) e (b, b?) de V2 é
igual a a'b? — a®b'.

Exemplo 2.1. Consideremos os vetores a = (2,1,2) e b = (3,2,-1) numa base
canonica. Pelo Teorema 2.2 temos que

=
S

| =(1x(-1)-2%x23x2-2x(-1),2x2-3%x1)=(-581).

Sejam 4, b e  vetores de V3. Entdo temos

@ b)) = (@& b— (b,&)a. 2.2)

Demonstracao. Se pelo menos um dos vetores 4, b ou & for o vetor nulo, a propriedade
é imediata. Consideremos, agora, que os trés vetores sao nao nulos. O vetor R =
[[d@,b],&] é perpendicular ao vetor [d, 5] (veja a Fig. 2.4). Portanto, esta contido no
plano gerado pelos vetores d e b e admite a representagao R=cd ~|—,3l_;. Como R é
também ortogonal ao vetor ¢, temos

0 = (@ &) + B(b, 0,

pelo que
B ___a
@cy  (pey
Fazendo
B a
g

@ o
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obtemos
a= —o-(l;, ¢, PB=o0{ar0c).
Logo,
R=o(@ab-Goa).
Para encontrar o vamos usar a seguinte base ortonormal: o vetor k tem o sentido

do vetor [a, l;], o vetor i tem o sentido do vetor &, e finalmente o vetorfé o produto
vetorial de vetores e i. Nesta base temos as representacoes

i=a'li
b=b'i+b],
F=ci+c?j+3k.

Utilizando a representacao do produto vetorial em coordenadas, pelo Teorema 2.2
obtemos (veja a Fig. 2.4)

[@b) = a' b k

R=-a'b*c?i+a'bc! f (2.3)
Por outro lado temos
G328 =a'cl e (E, &) = ble! + 22,
Logo, obtemos
R=o((@c)b—(b,3)a) = o ((b'i + b*f)a'c! = a'i(b' ! + b%c?))
= o (-a'b?c?i + a'bPcty).

Comparando esta ultima igualdade com a igualdade (2.3), encontramos o = 1. Isto
implica (2.2).

Figura 2.4
Iqualdade [[@, B), 7]
@db-(b.da

33
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2.4. Método de Gauss para sistemas lineares com trés
equacgoes e trés incdgnitas

Nesta seccao vamos representar o Método de Gauss, mas agora para sistemas lineares
de trés equagoes e com trés incdgnitas.

Seja o sistema linear com trés equacdes e com trés incognitas x!, x? e x> dado por

ax' +bx? +cx3=d,
ex! + fx?+gx3=h,
ix! + jx? +kxd=1,

emque a, b, ¢, d, e, f, g h, i, j, k el sao numeros reais. O que pretendemos é

determinar os nimeros reais x!, ¥2 e x° tais que

ax' + bx? +cx3 =d,
ext + fx2+gx3=h,
ix! +jx® +ked=1.

Se existirem, dizemos que o triplo ordenado (&', x2,x%) é uma solucdo do sistema
linear. Novamente podemos obter sistemas de equagoes lineares que s6 tém uma
solucao, sistemas de equacoes lineares que tém uma infinidade de solucoes e siste-
mas de equacoes lineares que nao tém solucao. Voltamos a dizer que o sistema €
homogéneosed = h =1=0.

Vamos agora ilustrar a aplicacao do Método de Gauss a sistemas lineares com trés
equacgoes e com trés incognitas considerando os trés tipos de sistemas de equagoes
lineares.

Comecemos pelo sistema linear

2x3=2,
o2xt 4+ x2 - X3 = s

3xt+5x24+ x3 =4,

E imediato concluir que x3 = 1 e que com este valor o sistema linear dado reduz-
-se a um sistema linear de duas equacdes a duas incognitas. Vamos, no entanto,
aplicar o Método de Gauss. Encontramos, no entanto, um obstaculo ao procedimento
habitual, que é comecar por anular os coeficientes da incdgnita x! das segunda e
terceira equacdes, pois o facto de o coeficiente da incégnita x! da primeira equacdo
ser 0 impossibilita esta tarefa. A solugao, no entanto, é simples: devemos trocar
linhas por forma a que o coeficiente da incégnita x' da nova primeira equacio seja
diferente de 0. Neste caso podiamos trocar a linha 1 com a linha 2 ou a linha 1 com
a linha 3. Optamos, sem nenhum motivo especial, pela primeira hipotese, vindo

o2xt+ x2 - X3 =1,

3xl 512+ x3 =4.
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Reparemos que um dos coeficientes que se tem que anular (o coeficiente da incégnita
x! da nova segunda equacio), ja é nulo. Basta, pois, anular o coeficiente da incognita
x! da terceira equacdo. Para tal, se subtrairmos a terceira equacdo, a equacao que se
obtém multiplicando a primeira por % obtemos

o2l + X2 - x3 =1,
243 =2,

7,2, 5,3_5

gX +3x"=3.

O problema que detetamos no inicio da aplicacao do Método de Gauss a este exem-
plo, volta a surgir. A solugdao é a mesma: trocar a segunda equagao pela terceira
equagao (notamos que aqui é a unica hipotese, pois trocar a segunda equacao pela
primeira equacao seria andar para tras no Método de Gauss, dado que o coeficiente
da incognita da nova terceira equagao seria nao nulo, o que nao se pretende). Temos,
entao

o2xt4 x2 — x3 =1,
7.2 5.3_5

Xt gxt=g3,

2x3 =2.

Como o coeficiente da incognita x2 ja € 0 na terceira equacdo, a primeira fase do
Método de Gauss esta terminada. Passemos agora a segunda fase do Método de
Gauss. A partir da Ultima equacdo temos que x> = 1. Substituindo este valor na
equacao do meio, temos que x2 = 0. Substituindo estes valores na primeira equacio,
temos que x! = 1. Este é um exemplo de um sistema possivel e determinado.

Consideremos, agora, o sistema linear

x + x? £3x%=2
3xl+4x242x3=3,
2xt +3x%2 - x3 =1.
Para anular os coeficientes da incognita x! das sequnda e terceira equacdes, subtrai-

mos a segunda equacgao o triplo da primeira equagao e subtraimos a terceira equagao
o dobro da primeira equagao, vindo

x4+ x243x3= 2,
x2 - Tx3=-3,
x2 = 7x3=-3.
Para anular o coeficiente da incégnita x> da terceira equacao, subtraimos a terceira
equagao a segunda equagao, vindo
x4+ x2 +3x3= 2
x2 —7x3=-3,
0xZ+0x2= 0,

0 que implica que a ultima equacao é sempre satisfeita quaisquer que sejam os va-
lores de x? e x3. Assim, podemos escrever a solucao em funcdo da incognita x3, que

35
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por este motivo se diz uma incdgnita livre e que vamos substituir pelo parametro
real x3 = & € R. Aplicamos agora a segunda fase do Método de Gauss: a partir da
segunda equacdo temos que x2 = 7a — 3 e a partir da primeira equacao temos que
x! = 5—10a. Este é um exemplo de um sistema possivel e indeterminado.

Consideremos, finalmente, o sistema linear

—x! +x3= 1,
xt —2x2 =0,

2xt —2x2 - x3=2.

Para anular os coeficientes da incégnita x! das sequnda e terceira equacdes, substi-
tuimos a segunda equacao pela sua soma com a primeira equagao e substituimos a
terceira equagao pela sua soma com o dobro da primeira equagao, vindo

—x! +x3:1,
—2x24x3=1,
—2x2 4+ x3=4.

Para anular o coeficiente da incognita x? da nova terceira equacdo, substituimos a
segunda equagao subtraindo-a a nova segunda equagao, vindo

—x! + x3 =1,
—2x24 x3 =1,
0x240x3=3.

Concluimos, entao, que o sistema linear é impossivel.

Consideremos um exemplo que ilustra como o Método de Gauss ajuda na resolugao
de problemas de calculo vetorial envolvendo coordenadas.

Exemplo 2.2. Consideremos os vetores @ = (2,1,2), b = (3,2,-1), ¢ = (3,-2,1) e
d= (2,-7,6) numa base canonica. Vamos verificar que os vetores 4, b e & formam
uma base e determinar as coordenadas do vetor d nessa base.

Resolvendo o sistema

2xl 4+3x2 4323 = 2,
xt 42x2 - 2x3=-7,

2xt — x2 + x3 = 6,

utilizando o Método de Gauss, vemos que existe uma Unica solucdo x! = 1, x% = -2,
x? = 2. Portanto, os vetores d, b e ¢ formam uma base e o vetor d nesta base tem

coordenadas (1,-2,2). g
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2.5. Equacao geral de um plano

Seja 7i um vetor nao nulo de V3. Entdo, é possivel descrever um plano no espaco V3
que atravessa a origem como o conjunto de vetores ortogonais a 7, ou seja,

(v € V3 : (3,i) = 0}.

H -
Seja A um ponto. Designemos por 7 € V3 o vetor OA. Ent3o, o plano que atravessa
0 ponto A € o conjunto

(¥ € V3 : (¥ =¥, i) =0}
Portanto, a equagao geral de um plano é
{($eV3: (3,i) =h),

onde & é um numero real. Numa base candnica, considerando v = (x!, x2,x3) e
it = (n!,n? n3), temos

ntxl 4+ n?x? 4+ ndx3 = h

Vamos ver como se escreve a equacao de um plano num sistema de coordenadas
qualquer.

=y 2y 2y

Consideremos bases 8 = {V1,V2,V3} e B’ = {V], V), v} em V3 e os sistemas de
coordenadas (0, 8) e (0’, B’). Sejam, ainda, (x!, x% x3) as coordenadas de um ve-
tor ¥ no sistema de coordenadas (O, 8). Atendendo a mudanca de coordenadas, as
coordenadas do mesmo vetor em (O0’, B’) sao

(x1) = a}xl + a%x2 + ai’x?’ + a?,
(x?) = ajx' + a3x* + a3x3 +

(x3) = azx' + a2x* + a3 x% + 4.

A partir destas férmulas, vamos deduzir a equacdo geral de um plano em V3. Con-
sideremos um plano em V3. Escolhemos neste plano um ponto O’ e dois vetores v
e v, linearmente independentes com origem em O’. Os vetores ¥, v/, e v, =[], V)]
com origem em O’ formam o sistema de coordenadas (O’, B’). Neste sistema de
coordenadas a equagao desse plano tem a forma x; = 0. Logo, em (0, B), temos
azx' + a3x* + ajx® + a3 = 0. Portanto, em qualquer base a equagdo do plano é
Ax! + Bx?2 + Cx3 = D.

Tal como em V2, também no espaco V3 existe uma interpretacao geométrica muito
simples para os sistemas lineares com trés equacoes e trés incognitas: as trés equa-
¢oes definem trés planos do espaco, sendo a solucao do sistema linear formado pelos
pontos comuns destes trés planos. Existem oito situagoes possiveis:

1. trés planos que possuem um e apenas um ponto em comum, cortando-se dois
a dois segundo trés retas concorrentes — sistema possivel e determinado;
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2. trés planos paralelos coincidentes — sistema possivel e indeterminado;

3. trés planos secantes, isto é, com uma reta comum — sistema possivel e inde-
terminado;

4. dois planos paralelos coincidentes secantes a um terceiro plano — sistema pos-
sivel e indeterminado;

5. trés planos estritamente paralelos — sistema impossivel;

6. dois planos coincidentes estritamente paralelos a um terceiro plano — sistema
impossivel;

7. dois planos estritamente paralelos e um terceiro secante aos dois — sistema
impossivel;

8. trés planos secantes dois a dois segundo retas paralelas — sistema impossivel.
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3.1. Introducao

Nos espacos V2 e V3 estudados nos capitulos anteriores, definimos os vetores como
classes de equivaléncia de segmentos orientados. Estes objetos sao muito cdmodos
para descrever sistemas fisicos. Por exemplo, considerando as velocidades de molé-
culas de ar, convém colocar os pontos iniciais dos vetores das velocidades nos centros
das moléculas. Nestes espacos podemos escolher diferentes sistemas de coordena-
das em funcdo do problema que estamos a resolver. Os espacos V2 e V3 sdo dois
exemplos de espacos afins, que vamos estudar na sua generalidade no Capitulo 8.

Neste capitulo vamos considerar objetos mais simples, conhecidos como espacos li-
neares ou espagos vetoriais. Nestes espacos fixamos uma unica origem e de todas as
classes de segmentos orientados consideramos so representantes destas classes que
tém ponto inicial na origem. Desta maneira podemos estabelecer uma correspondén-
cia biunivoca entre os vetores e 0s pontos do espaco. Mais precisamente, fazemos
corresponder a um ponto do espaco P o vetor op que tem ponto inicial na origem
e ponto final em P. Aos elementos de um espaco linear vamos chamar vetores ou
pontos dependendo do contexto. Vamos, por exemplo, dizer “soma de dois vetores”,
mas, por outro lado, diremos “funcao continua num ponto”.

Nos espacos lineares estao definidas as operacoes de adicao de vetores e multipli-
cacao de vetores por um numero e no Capitulo 5 vamos desenvolver a teoria de
aplicacoes lineares definidas nos espacos vetoriais, que tem um papel importante na
resolucao de muitos problemas e que € o objeto principal de estudo deste livro.

3.2. Espacos lineares: definigao e exemplos

Num espaco linear é possivel adicionar os vetores e multiplica-los por um elemento
de um conjunto de numeros K, que pode ser o conjunto dos nimeros reais R ou o
conjunto dos numeros complexos C. Dizemos que espaco linear é real se K = R e
complexo se K = C. No estudo dos espacos lineares, a natureza dos vetores e do con-
junto de numeros K nao € importante. As operagoes nesta teoria estudamos de modo
abstrato. Os elementos de um espago linear podem ser, por exemplo, polindmios al-
gébricos ou trigonométricos ou outras funcoes. Esta abstracao da a possibilidade de
aplicar os resultados da teoria ao estudo de varios tipos de problemas. Vamos entao
comecar por dar a definicao de espaco linear.

Definicao 3.1. Espaco linear

Seja K um conjunto de numeros. Dizemos que um conjunto X é um espaco
linear sobre K, se em X estao definidas as operagoes:

1. de adigao, que faz corresponder a cada par (x,y) € X x X um vetor
z=x+yeXe

continua na pagina seguinte
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continuagao da pagina anterior

2. de multiplicagdo por numeros A € K, que faz corresponder ao par (x, 1) €
X x Kum vetor z = Ax € X,

e estas operagoes tém as seguintes propriedades:
1. x + y = y + x, para quaisquer x, y € X;
2. (x+y)+z=x+ (y+z), para quaisquer x, y,z € X;

3. existe zero, isto é, um elemento 0 € X tal que x + 0 = x, para qualquer
x €X;

4. existe elemento inverso, isto €, um y € X tal que x + y = 0, para todo o
x €X;

5. 1x = x, para qualquer x € X;
6. a(Bx) = (aB)x, para qualquer x € X e para quaisquer a, 8 € K;
7. (@ + B)x = ax + Bx, para qualquer x € X e para quaisquer «, 8 € K;

8. a(x+y) = ax + ay, para quaisquer x,y € X e a € K.

Esta definicao implica as seguintes propriedades.

Seja X um espaco linear. Entao:

1. existe s6 um zero;
2. para todo o x € X existe s6 um elemento inverso;

3. Ox = 0 (notemos que o caractere “0” do lado esquerdo da igualdade
representa o numero zero enquanto que o caractere “0” do lado direito
da igualdade representa o elemento zero do espaco linear X);

4. oinversodexeXéy=(-1)xe X

Demonstracao.

1. Sejam 0; € X e 0y € X dois zeros. Entao temos 0; 4+ 02 = 0; e 02 4+ 07 = 0o.
Logo, 01 = 0o.

2. Sejam y; e y3 elementos inversos de x € X. Entdo, é facil ver que yo+(x+y1) =
y2+0 = yo. Por outro lado, temos y2 + (x +y1) = (y2+x) +y1 = 0+ y1 = y1.
Portanto, concluimos que y; = ys.

3. Com efeito, notemos que Ox + x = Ox + 1x = (0 + 1)x = 1x = x. Sejay o
elemento inverso de x. Entao temos 0x =0x4+0=0x+x+y=x+y=0.
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4. Utilizando a propriedade 3, temos x+(-1)x = 1x+(-1)x = (1-1)x = 0x = 0.
n

Vamos designar o elemento inverso de x por —x. Do Teorema 3.1 temos —x = (—1)x.
Definimos a diferenca de x e y como a soma de x e —y, ou seja, x — y = x + (—y).

Consideremos alguns exemplos de espacos lineares.

Exemplo 3.1. Espaco real das sequéncias ordenadas com n componentes reais:
R" = {x = (xLx% ..., x") : x* e Rk = 1,n).

Sejam x = (x1,x2%,...,x"),y = (y,y%...,y") € R" e 1 € R. Definimos a adicdo
como

x+y= L %y
e a multiplicagao por um numero real como
Ax = (/lxl, A2, Ax™).

O

Exemplo 3.2. Espaco complexo das sequéncias ordenadas com n componentes com-
plexas:

C'={z= (zl,ZQ,...,z") X eCk=1n}.

Sejam z = (z4,22%,...,7"),w = (whw? ..., w") € C" e ¢ € C. Definimos a adi¢do e a

multiplicagao por um ndmero como no exemplo anterior. .

Exemplo 3.3. Espaco de polinomios de grau menor ou igual a n com coeficientes
reais:

P" = {p(x) =apx"+ a1 x" 1+ +a,:a; eRi=0,n}.

Sejam p(x) = apx™ + a1 X"V + - + ap, q(x) = box" + b1x" L + -+ b, € Pl e
a € R. Definimos a adicao como

(p+q)(x) = p(x) + q(x) = (a0 + bo)x" + (a1 + b1)x""" + -+ + (an + by)
e a multiplicacao por um numero real como

(ap)(x) = ap(x) = (@ao)x" + (@ar)x"™ + - + (aay).
O

Exemplo 3.4. Espaco de polinomios de grau menor ou igual a n com coeficientes
complexos, que representamos utilizando o mesmo simbolo:

P = {p(x) = apx" + a1 x"t + -+ a, : a; € C,i = 0,n}.

Aqui, definimos a adicao e a multiplicagao por um niumero complexo como no exem-

plo anterior.
O
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3.3. Método de Gauss para sistemas lineares com m
equagoes e n incognitas

O Método de Gauss pode ser generalizado para resolver agora sistemas lineares com
m equacoes e com n incognitas. Consideremos o sistema linear com m equagoes e
com n incdgnitas x', ..., x”* dado por

a%x1 + a%x2 + a‘rfx‘3 +---+ a’l’x" = by,

a%xl + a%x2 + ag’x?’ +- 4+ a'Q‘x” = bo,

1,1, ,2,2, .3 3 non_
apx- +ag;x*+a,x°+---+ayx" =bp,

em que todos os coeficientes a%, ...,an etodos os termos independentes by, ..., by,
sao numeros reais (complexos). O que pretendemos é determinar os numeros reais
(complexos) x%, ..., " tais que

ajxt +aix® + aixd +- -+ d' X" = by,

a%fl + a%fQ + ag)??’ +- 4+ ag)?" = b9,

1l 252 353 nzn _
ap X +a;x*+a,x°+---+a)x" =by,.

Novamente podemos obter sistemas de equagdes lineares que s6 tém uma solucao,
sistemas de equacoes lineares que tém uma infinidade de solugdes e sistemas de
equagoes lineares que nao tém solugao.

A primeira fase do Método de Gauss consiste em transformar o sistema num sistema
linear equivalente mais simples, que tem forma em escada ou forma escalonada

a‘j’[lx1+a%_x2+...+ a‘i2xj2 _|_+ a-iixji ++ ailxn — bl’

0 + 0 —i-‘--—i-a];(l)xf?—l—u'—i— a];(l)xji NI a;‘(l)x" = bél),

0 + 0 +---+ 0 _|_..._|_a{"("_1)xji+...+a:‘(i_1)x”:b(i ,

O +0+-+ 0 A+ 0 +---4+ 0 = 0
(Aqui, j1 = 1.) Para obtermos um sistema desta forma anulamos primeiro os coefici-
entes da incégnita x' da segunda até a m-ésima linha, vindo

a%xl—l— a%x2 +eoot afx" = by,

0 +a§(1)x2 + e +a;(1)xn :bgl),

0 —1—61,2,,(1)x2 +-- -—I-a:ln(l)x” :bg),

onde a

i i

(1 - Lo 1 ! . 5 . . 5
/1) a — L4l eb() = bi—a—'bl,paraz =2 mej = 2,n. No caso
a% 1 i a%

a% = (0 devemos trocar linhas por forma a que o coeficiente da incognita x' da nova
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primeira equacgao seja diferente de zero. Pode acontecer que no novo sistema todos
os coeficientes a?(l), i = 2,m, sdo iguais a zero. Neste caso consideramos o sistema
que tem s6 incognitas x3, ..., x". Continuando este procedimento chegamos a um
sistema equivalente que tem forma escalonada. Os coeficientes nao nulos mais a
esquerda em cada equacgao da forma escalonada sao designados por elementos pivo.
As incognitas correspondentes chamamos incdgnitas pivl. As restantes incognitas
sao designadas por incégnitas livres. Se como resultado desta transformagao do
sistema se obtém a igualdade 0 = bﬁ‘l # 0, o sistema é impossivel. Caso contrario
o sistema tem solugdes. A segunda fase consiste em determinar a sua solugao tal
como foi feito nos capitulos anteriores. Se o sistema nao tem incdgnitas livres a
solucao é Unica. Quando ha incognitas livres essas sao substituidas por parametros
reais (complexos), obtemos no fim uma infinidade de solugdes, portanto, um sistema
possivel e indeterminado.

No caso de by = ba = --- = b,, = 0, voltamos a dizer que o sistema € homogéneo,
que pelo menos admite sempre a solugao trivial. Se n > m, isto é, o nUmero de
incognitas € superior ao numero de equagoes, o sistema admite solu¢des nao triviais.

0 algoritmo do Método de Gauss sé envolve os coeficientes e os termos independen-
tes, nao sendo necessario estar sempre a escrever as incognitas do sistema. Estes
coeficientes e termos independentes podemos escrever na forma de uma tabela:

1 2 n
a, ay - al b
a% a% e ay by
(3.1)
1 2 n
a, A ay, b

A uma tabela de numeros

1 2 . n
al 611 al
1 2 . n
112 Ll2 (12
Ay A ay,

com m linhas e n colunas damos o nome de matriz. Este objeto € muito importante
e vamos encontra-lo ao longo de todo o livro. Vamos usar a notagao a{ para os
elementos de uma matriz. O indice inferior i corresponde ao numero da linha e o
indice superior j ao numero da coluna.

Dizemos que a matriz é quadrada se o numero de linhas for igual ao numero de
colunas. Caso contrario, dizemos que a matriz é retangular. Por exemplo, a matriz (3.1)
tem m linhas e n+ 1 colunas e se m # n+ 1 a matriz é retangular. Dizemos que uma
matriz € triangular superior se € uma matriz quadrada em que todos os elementos
abaixo da diagonal (formada pelos elementos ai, ...,ay) sao zeros. Analogamente
definimos matriz triangular inferior. Dizemos que a matriz é diagonal se todos os
elementos a{ com i # j sao nulos.
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Vamos voltar ao exemplo do sistema linear considerado no capitulo anterior
2x3 =2,
2l 4+ x2 — 3 =1,

3xl4+5x2+ x3 =4,

e mostrar como a linguagem das matrizes simplifica o funcionamento do Método de
Gauss. A matriz dos coeficientes do sistema e dos termos independentes é

0 0 2 2
2 1 -1 1{.
3 5 1 4

Segundo o Método de Gauss, a primeira operacao que temos que efetuar é trocar
linhas por forma a colocar um elemento nao nulo na primeira linha e primeira coluna.
A troca da i-ésima linha com a j-ésima linha vamos denotar por /; < [;. Uma das
hipoteses e trocar a primeira linha com a segunda, ou seja, efetuar a operagao /; < Iy,
vindo a matriz

2 1 -1 1
0o 0 2 2.
3 5 1 4

A substituicao da i-ésima linha pela soma da j-ésima linha multiplicada por a e da
k-ésima linha vamos denotar por /; « al; + [;. Portanto, a operacao I3 « I3 — %ll da
a matriz

2 1 -1 1
00 2 2|
0 5 3 3

Temos agora que efetuar a operacao /s < [3. Obtemos, entao, a matriz

2 1 -1 1

7 5 5
0 5 3 3|
00 2 2

que ja esta na forma em escada. Podemos concluir que o sistema € possivel e deter-
minado, e que a aplicagao da segunda fase do Método de Gauss leva a solucao do
sistemax3=1,x2=0ex! =1.

Com o Método de Gauss estamos em condigoes de determinar se o sistema é impossi-
vel ou resolver qualquer sistema de equacoes lineares que tem uma solu¢ao ou uma
infinidade de solugoes. No entanto, existe uma variacao deste método, conhecida por
Método de Gauss-Jordan (ou Método de eliminagao de Gauss-Jordan), que consiste em
continuar a transformar a matriz em escada, reduzindo-a a uma matriz bastante mais
simples de modo a que no fim a solugao pode ser quase lida diretamente a partir
da matriz. Nessa transformagao, as operagoes que vamos aplicar as linhas da matriz
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correspondem no sistema a divisdes de equagdes por nimeros ndo nulos e a somas
de equagoes com multiplos de outras equacoes. Por isso, o novo sistema linear vai
ser equivalente ao sistema inicial no sentido de ter a mesma solucgao.

Assim, dada a matriz em escada associada ao sistema linear geral considerado ante-

riormente
ajl.l a% (1]1.2 a]f ai‘ bl
0 0 e (152(1) e a]21(1) . e a;(l) bél)
0 0 0 aj:i(’—l) fl(i_l) b(‘_l) ’
0 0o --- 0 ... 0 ... 0 0

se dividirmos a ultima linha nao nula da matriz pelo elemento pivd dessa linha,

a{"(i_l), obtemos
all'l a? - ajf . a{" el by
0o 0 - a/2'2(1) e 5,12"‘(1) e ag(l) bél)
0 0 0 1 a0 p@ |
0O 0 - 0 -+ 0 - 0 0

onde todos os elementos da linha i sao o resultado da divisao por a{i(i_l). Temos,
por exemplo,
n(i-1) (i-1)
n(@) _ % pli) — b;
' ‘ Jili=1)”

a. a
i i

Se anularmos agora os elementos que estdo na mesma coluna acima do pivo, ou
. i (h—1 T i (0 i =

seja, os elementos, aj;( ) h=Ti-1 (onde a‘{"( ) — aj’), com a operagao [, «

i (h—1 N . . . . .

I — a{l‘( )li, h = 0,i — 1, ou seja, subtraindo a cada uma dessas linhas a linha i

multiplicada pelo elemento correspondente da linha por cima do piv6, obtemos

al @ %2 R a;‘(l:“) bgl:ﬂ)
o 0 - (1122(1) i 0 .. a;’(’“) bg“)
0 0 0 1 a9 B L
0 0 0 0 0 0
onde
QD) ) _ @) ) ) e 0 e
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para h = 1,i—1 (com bgo)

linha é 1 e na coluna correspondente os restantes elementos sao todos nulos.

= b1). Vemos que nesta ultima matriz, o pivo da ultima

Se aplicarmos sucessivamente este processo (divisao de uma linha pelo pivo e anu-
lamento dos elementos que estao por cima do pivd) a cada linha, subindo na matriz
até alcangarmos a primeira linha, obtemos a matriz mais simples, que designamos
por matriz em escada reduzida,

2(2i-1) n(2i-1)  ,(2i-1)
1 o A | TP | B “1( | b% |
n(2i-2 2i-2
0 0 o N A b
0 0 | NP T a:’(i) bl@
0 0 A WY ) B 0 0

A solucao pode ser determinada a partir desta matriz tal como no Método de Gauss. A
diferenca é que agora é mais facil resolver o sistema e, em certos casos, Como vamos
ver no exemplo apresentado a seguir, a solugao pode ser lida a partir da ultima coluna.

Para ilustrar a aplicacao do Método de Gauss-Jordan, vamos considerar a matriz em
escada obtida anteriormente

2 1 -1 1

7 5 5
0 5 35 3|
00 2 2

Dividindo agora a ultima linha pelo seu pivd, 2, usando a operagao I3 «— %lg, e anu-
lando de seguida os elementos que estdo por cima desse pivd na mesma coluna
usando as operagoes Iy «— I — %lg el « [ + I3, obtemos

2 1 0 2
7
oI 0o
00 1 1

Subindo agora para a segunda linha, dividindo esta pelo seu pivo, % usando a opera-
Gaoly « %lg, e anulando depois o elemento que esta por cima deste pivé na primeira
linha com a operagao /; < l; — I, obtemos a matriz

2 0
0 1
0 0

- o O

2
0].
1
Finalmente, dividindo a primeira linha da matriz pelo seu pivé, [ « %11, transforma-

mos a matriz na forma em escada reduzida

1
0 1
0 0
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em que a solucdo x' =1, x> = 0 e x> = 1 esta na ultima coluna.

Relativamente ao Método de Gauss, o0 Método de Gauss-Jordan nem tem vantagens
computacionais, uma vez que o numero de operagdes aritméticas € normalmente
maior, nem teoricas. Porém, nas resolugoes manuais de exercicios tem, na nossa opi-
niao, maior elegancia e clareza, pois nos casos dos sistemas possiveis e determinados
os valores das incégnitas aparecem explicitamente na ultima coluna da matriz final.

3.4. Combinacao linear, base, coordenadas e dimensao

Vamos agora introduzir varias definicdes importantes relativas a conjuntos de vetores
nos espacos lineares.

Definicao 3.2. Combinacao linear

Sejam X um espaco linear sobre um conjunto de numeros K, x;, j = 1Lm,
vetores de X e o/, j = 1, m, nimeros de K. Dizemos que o vetor

m
v= S
=L

€ uma combinagdo linear dos vetores x;, j = 1, m.
O conjunto de todas as combinagoes lineares destes vetores vamos designar
por Lin{x1, x2, ..., X}

Definicao 3.3. Independéncia linear e dependéncia linear

Sejam X um espago linear sobre um conjunto de ndmeros K, x;, j
vetoresde X e o/, j = 1, m, nimeros de K. Dizemos que os vetores Xjy J
sao linearmente independentes se a igualdade

m
Jy.
ZaxJ—O
=1

implicae/ =0, j = 1, m. Caso contrario, ou seja, se é possivel representar
zero na forma de uma combinagao linear dos vetores x;, j = 1,m, onde nem
todos os coeficientes nesta combinagao sao zeros, dizemos que 0s vetores sao
linearmente dependentes.

= 1,m,
=1m,

Consideremos dois exemplos.

Exemplo 3.5. Os vetores e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e e, = (0,0,...,1)
em R” sao linearmente independentes.
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Exemplo 3.6. Os vetores vi = (2,0,0), vo = (4,0,0) e v3 = (0,0,3) em R3 sdo

linearmente dependentes. De facto, v; — %VQ + Ovg = 0. -

Notemos que, se alguns dos vetores x;, j = 1, m, sdo linearmente dependentes, entao
todos estes vetores sao linearmente dependentes e se 0s m vetores sao linearmente
dependentes, entao pelo menos um destes vetores pode ser representado como uma
combinacao linear dos restantes.

Vamos introduzir a nogao fundamental de base num espaco linear.

Definicao 3.4. Base num espaco linear e coordenadas de um vetor numa base

Seja X um espaco linear sobre um conjunto de nimeros K. Consideremos os
vetores linearmente independentes ey, es, ..., e, € X. A este conjunto damos
o nome de base se para todo x € X existem &/ € K, j = 1, n, tais que

n
B = Z Eej.
Jj=1

Aos nimeros &/ € K, j = 1,n, chamamos coordenadas do vetor x na base
B = {e1,ea,...,e,} e escrevemos xg = (£1,...,&").

Consideremos dois exemplos.

Exemplo 3.7. Os vetores e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,ee, = (0,0,...,1)
formam uma base em R”". A esta base chamamos base candnica em R™. Por defeito, é

esta base que consideramos em R". O

Exemplo 3.8. O conjunto dos monémios x*, k = 0, n, forma uma base no espaco de

polindmios P". -

A pertinéncia do método das coordenadas fica explicita no seguinte teorema.

Teorema 3.2

As coordenadas de um qualquer elemento de um espacgo linear associadas a
uma dada base estao definidas de modo unico.

Demonstracao. Sejam X um espaco linear sobre um conjunto de nimeros K e {e1, es,
...,en} Uma base em X e x € X. Suponhamos que &/ e 1/, j = 1,n, sdo coordenadas
de x na base dada. Entao temos

o= Y He =Y e,
j=1 j=1
pelo que

0= Z(fj —1)e;.
=
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Como os vetores ¢;, j = 1, n, sao linearmente independentes, temos & =nl,j=1n,
ou seja, as coordenadas estao definidas de modo Unico como queriamos mostrar.

E facil ver que as coordenadas de uma soma de vetores sdo as somas das coordenadas
e as coordenadas de um produto de um nUmero e um vetor sao os resultados da
multiplicagao das coordenadas pelo numero. De facto, seja {ey, es, ..., ¢, } uma base
em X. Consideremos a € K e x, y € X representados por

X = Zn:.fjej, y = znlniej.
Jj=1 i

J=1

Entao,

x+y= igf'ej + Zn:nfe, = Zn:(gf +1')e;
j=1 j=1 1

j=

ax = aznlfjej = zn:(afj)ej.
j=1

Jj=1
Consideremos o seguinte exemplo de calculo com coordenadas.

Exemplo 3.9. Sejam x = (2,2), y = (1,2) e @ = —2. Consideremos a base 8 =
{(1,0),(1,1)} em R2. Como x = 0(1,0) + 2(1,1), entdo xg = (0,2) e como y =
-1(1,0) + 2(1,1), entdo yg = (-1,2). A soma dos vetores x + y = (3,4) tem
coordenadas (x + y)g = (—1,4). De facto, (3,4) = —1(1,0) 4+ 4(1,1). O produto
de y por a, @y = (-2,-4), tem coordenadas (@y)s = (2,—4). De facto, (-2,-4) =

2(1,0) — 4(1,1). -

Para resolver exercicios deste tipo pode ser muito util o Método de Gauss.

Exemplo 3.10. Vamos estudar a dependéncia linear dos vetores (1,2,1), (-1, -1,-3)
e (1,3,2) através do Método de Gauss.

A dependéncia linear é equivalente a existéncia de uma solucao nao trivial do sistema
homogéneo

al — a? + o =0,
20— a? +3a%=0,
al —3a%+2a3=0.
Resolvendo este sistema com ajuda do Método de Gauss encontramos que a unica

solucdo do sistema é o' = o? = @3 = 0. Portanto, os vetores s3o linearmente

independentes. O

Exemplo 3.11. Vamos verificar que os vetores (1,-2, 1), (1,-1,3), (1,-2,3) formam
uma base e depois determinar as coordenadas do vetor (1, -4, 1) nesta base.
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Resolvendo o sistema
al 4+ a? + o =0,
—2a' - a? —2a3=0,
al +3a2+3e3=0,
através do Método de Gauss encontramos que a unica solucio do sistema é a! =
a® = o3 = 0. Portanto, os vetores s3o linearmente independentes. Logo, formam
uma base no espaco de dimensao trés. Agora, resolvendo o sistema
at +a? 4+’ =1,
—2at - a? —2a3=-4,
al +3a%+3a3= 1,

encontramos as coordenadas do vetor (1,-4,1): a! =1, = -2, 2% = 2. q

O seguinte teorema ajuda a esclarecer o conceito de dimensao de um espaco linear.

Seja X um espaco linear sobre um conjunto de numeros K tal que admite
uma base com n elementos. Entao, cada n + 1 vetores de X sao linearmente
dependentes e cada conjunto de n vetores linearmente independentes forma
uma base.

Demonstracao. Suponhamos que os vetores ¢;, j = 1,n, formam uma base em X.
Consideremos um conjunto de n + 1 vetores {xi, xa, ..., x,+1} C X. Cada um destes
vetores pode ser representado na forma
n
X = f,{ej,kzl,n+1.
j=1
Consideremos o sistema de equacoes lineares

Zf{(ak =0,j=1n.
k=1

Como o sistema é homogéneo e o numero de incdgnitas é superior ao numero de

equacdes, 0 Método de Gauss garante a existéncia de uma solucio ndo trivial, &', @2,

..,a" 1 deste sistema. E facil ver que

n+1 n+1 n ) n n+1 )
ST LTI pof-2e PR
= k=1 j=1 =1 \k=1
Portanto, os vetores x1, xo, .. ., x,4+1 Sao linearmente dependentes.
Consideremos agora n vetores linearmente independentes A, ho, . . ., h,. Entao, para
todo x € X, os vetores x, hi, ho, ..., h, sao linearmente dependentes, isto &, existem
nameros oY, o, . .., o™ tais que

n
ax + Za'jhj =0
=1
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n

Z|aj|>0.

=0

Mostremos que o # 0. Com efeito, caso contrario, teriamos
n n
Dalhy=0 e >lal|>0,
Jj=1 Jj=1

0 que contradiz a independéncia linear dos vetores h;, j = 1, n. Assim, temos que

=) o
Jj=1

ou seja, qualquer elemento do espaco linear X pode ser escrito de maneira Unica
como uma combinagao linear dos vetores linearmente independentes %;, j = 1,n,

que formam entao uma base em X. -

Este teorema leva-nos a definicao seguinte.

Defini¢ao 3.5. Dimensao de um espaco linear

Seja X um espaco linear sobre um conjunto de numeros K tal que admite uma
base com n elementos. A este nimero n chamamos dimensdo do espaco linear
X e escrevemos dim(X) = n.

Consideremos dois exemplos.

Exemplo 3.12. dim(R") = n.

Exemplo 3.13. dim(C") = n.

O Método de Gauss leva-nos a definicao da caracteristica de uma matriz. Seja

1 2 . n
a, a4 a
a% a% “ e ag
A=
ay az, ap,

uma matriz com m linhas e n colunas. Apds a transformacao desta matriz em forma
em escada

J1 2 L g2 g n

a4 a a a;

T - | n

0 0 as a; a
Ji nl|’

0 0 0 a; a;

0 0 0 0 0




ALGEBRA LINEAR DO PONTO DE VISTA GEOMETRICO

as linhas da matriz original e da matriz em escada podem ser consideradas como co-
ordenadas de vetores numa certa base que podem ser obtidos uns dos outros como
resultado de combinacoes lineares. Obviamente as primeiras i linhas sao linearmente
independentes. A este ndmero i chamamos caracteristica da matriz A. Portanto, a ca-
racteristica da matriz € o niumero de linhas linearmente independentes. Escolhendo
as colunas com os pivos ai", obtemos i colunas linearmente independentes. Logo, a
caracteristica € também igual ao numero de colunas linearmente independentes.

3.5. Subespacos

Na teoria dos espacos lineares existe o conceito muito importante de subespaco. Este
conceito generaliza os objetos tais como retas em V2 ou retas e planos em V3 que
atravessam a origem.

Comegamos por introduzir a nogao de subespaco de um espago linear.

Definicao 3.6. Subespaco de um espaco linear

Dizemos que o conjunto L do espaco linear X é um subespaco de X se L é um
espaco linear.

Imediatamente da definicao de espaco linear, temos o seguinte teorema.

O conjunto L do espaco linear X € um subespaco de X se e so se

ax+ By eL,

paratodosos x,yeLeq,B €K

Eis alguns exemplos de subespacos, a sequir.

Exemplo 3.14. O vetor 0 forma o subespago de X minimo no sentido de inclusao. -

Exemplo 3.15. O espaco X é ele mesmo o subespaco de X maior no sentido de

inclusao.
O

Exemplo 3.16. O conjunto formado pelas solugoes de um sistema de equagoes line-

ares homogéneo com m equagoes e n incognitas é um subespago de R”™. -

Exemplo 3.17. O conjunto $£™ dos polindmios de grau menor ou igual a m é um

subespaco de P se m < n. O

E facil de ver que a intersecdo de dois subespacos de um espaco linear X é um su-
bespaco de X e que a dimensao de um subespaco nao supera a dimensao do espaco.
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Na resolucao de muitos problemas temos uma base num subespaco e é necessario
expandir esta base para todo o espaco linear. Para esse fim, vamos mostrar que cada
conjunto de vetores linearmente independentes num espaco de dimensao finita pode
ser completado até uma base.

Teorema 3.5

Sejam X um espago linear de dimensao n e ey, e2,...,e,m, m < n, veto-
res linearmente independentes. Entao, existem vetores ¢,,+1, ..., e, tais que
{e1,--sem em+1,--.,en} € uma base em X.

Demonstracao. Existe um vetor ¢,,41 que nao pode ser representado na forma de
uma combinacao linear dos vetores ey, eo, . . ., e,,, POiSs, Caso contrario, 0s vetores e,
k = 1, m, formariam uma base em X e a dimensio de X seria igual a m, 0 que nao é
possivel. Os vetores ey, e, . .., e,41 Sao0 linearmente independentes porque as con-
dicoes

m+1 m—+1

Zaiei:O e Z o] >0
i=1 i=1

implicam que amtl %0 (os vetores ey, e9,.. ., e, Sao linearmente independentes),
isto €, que e, +1 € uma combinacgao linear dos vetores ey, e9,.. ., e,, 0 que € uma
contradicao. Se cada vetor de X pode ser representado na forma de uma com-
binagdo linear dos vetores ey, ea, ..., ent1, €Ntdo dim(X) = m + 1 e os vetores
e1,eo,...,eqr1 formam uma base. Caso contrario, existe e, 12 que nao pode ser
escrito como uma combinagao linear dos vetores ey, e2, .. ., ey+1, €tc. Continuando
este procedimento, depois de um numero finito de passos construimos uma base

{e1,. s em> em+1,-..,enreMX -

Vamos utilizar este teorema varias vezes.



4. Espacos hormados e
espacos Euclidianos



56

4. ESPAGOS NORMADOS E ESPACOS EUCLIDIANOS

4.1. Introducgao

Tal como nos primeiros dois capitulos, onde estudamos espagos de dimensao dois e
trés, os conceitos de norma e de produto escalar (produto interno) também sao muito
importantes na resolugao de problemas em espacos de dimensao superior. Neste
capitulo vamos definir e estudar as propriedades de norma e de produto escalar em
espacos lineares. Aos espacos lineares nos quais esta definida uma norma damos o
nome de espagos normados e aos espagos lineares nos quais esta definido um produto
escalar damos o nome de espacos Euclidianos.

4.2. Espagos normados

A nocao de comprimento de um vetor no plano ou no espago de dimensao trés é ge-
neralizada para o caso dos espacos lineares através da definicao da funcao chamada
norma, que faz corresponder a um vetor um nimero real nao negativo.

Definicao 4.1. Norma e espaco normado

Seja X um espago linear sobre o conjunto de ndmeros K. Chamamos norma a
uma fungao p : X — R se a fungao verifica as seguintes condigoes:

1. p(x) > 0, p(x) = 0 & x = 0 (ndo negatividade);
2. p(ax) = |a|p(x), para quaisquer x € X, @ € K (homogeneidade positiva);
3. p(x+y) < p(x)+p(y), para quaisquer x, y € X (desigualdade triangular).

Dizemos que X é um espago normado se nele esta definida uma norma. A
norma de um vetor x € X representamos por |x]|.

E facil verificar que os seguintes espacos lineares sao normados.

Exemplo 4.1. Espaco K" = {(x',...,x") : x* € K, k = 1,n} com a norma

n
el = > Ix].
k=1

Exemplo 4.2. Espaco K" = {(x',...,x") : x* € K, k = 1,n} com a norma

|x|ee = max{|x¥| : k =1, n}.

O

Num espaco linear pode ser util definir a distancia entre dois pontos, isto €, uma
fungao que faz corresponder a dois pontos um numero nao negativo e que tem as
propriedades naturais que tem a distancia entre dois pontos de V2.
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Definicao 4.2. Distancia

Seja X um espaco linear. Chamamos distdncia a uma funcao d : X x X — R
que verifica as seguintes condigoes:

1. d(x,y) > 0,d(x,y) =0 & x = y (ndo negatividade);
2. d(x,y) = d(y, x), para quaisquer x, y € X (simetria);

3. d(x,y) <d(x,z)+d(zy), para quaisquer x, y, z € X (desigualdade trian-
gular).

A norma da a possibilidade de definir a distancia entre dois pontos de um espaco
normado. E facil verificar diretamente da definicio de norma que a funcdo definida
por

d(x,y) = |x -yl
€ uma distancia.

Demonstremos uma consequéncia util da desigualdade triangular.

Teorema 4.1

Sejam X um espago normado e x e y dois vetores de X. Entao temos a desi-
gualdade

[lxl = IyIl < [x = yl. (4.1)

Demonstracao. Da desigualdade triangular (veja a Definicao 4.1) obtemos
x| =lx—y+yl<lx=yl+yl IyI=Ily—x+x[<|y—x|+Ix].
Assim, temos
x| = Iyl <lx =yl Iyl =Ixl <[y —x],

que implicam (4.1). -

Uma das consequéncias importantes desta desigualdade é a continuidade da funcao
norma no sentido que se a distancia entre dois pontos é pequena, entao a diferenca
entre as respetivas normas também o é.

4.3. Espacos Euclidianos reais

Ao introduzir o produto escalar nos espagos lineares vamos conseguir, tal como nos
dois primeiros capitulos, obter uma geometria muito mais interessante e rica do que
no caso dos espacos normados. O conceito de produto escalar num espago linear é
formalizado através da seguinte definicao.
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Definicao 4.3. Espaco Euclidiano real

Seja X um espaco linear sobre o conjunto dos numeros reais. Dizemos que
este espaco € Euclidiano (Euclidiano real) se esta definida uma fungao (-, -) :
X x X — R que verifica as seqguintes condigoes:

1. (x,y) = (y, x), para quaisquer x, y € X;

2. (x+y,2) = {x,2) + (¥, z), para quaisquer x, y, z € X;

3. (ax,y) = a{x,y), para quaisquer x,y € X e qualquer a € R;
4. (x,x) > 0, para qualquer x e X, e (x,x) =0 x = 0.

A funcao (-, -) damos o nome de produto escalar ou produto interno.

Apresentamos trés exemplos de espagos Euclidianos.

Exemplo 4.3. O espa¢o R". O produto escalar dos vetores x e y de R" pode ser
definido por

(x,y) = xtyl 4 Xy
O

No mesmo espaco linear é possivel definir produtos escalares diferentes. Eis mais
um exemplo de produto escalar em R”.

Exemplo 4.4. A formula

(x,y> :alxlyl_i_”__i_anxnyn’

com a* > 0, k = 1, n, define outro produto escalar em R”. o

Exemplo 4.5. O espago P"([a, b]) de polindmios de grau menor ou igual a n con-
siderados no intervalo [a, b]. Definimos o produto escalar dos polinémios p e g de
P"([a, b)) por

b
(P,C[):/ p(x)g(x)dx.

O

Neste exemplo, a Unica propriedade do produto escalar que nao é obvia é que a
igualdade

/apr(x)dx:O

implica que p(x) = 0. Para mostrar isto, precisamos do seguinte lema.
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Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua ndo negativa que verifica a igualdade

Demonstracdo. Suponhamos que existe xo €a, b[ tal que f(xp) = ¢ > 0. Como a
fungdo f é continua, existe 6 > 0 tal que [xo — 6, x0 + 6] C [a,b] e f(x) > § sempre
que x € [xg — 6, xo + 6]. Como a fungao f é nao negativa, logo temos

b x0+6 xo+6c
0=/ f(X)dX>/ f(x)dx>/ 5 dx=c8>0,

0—6 0—6

0 que é uma contradicao. Portanto, f(x) = 0 nos pontos interiores do intervalo [a, b].

Pela continuidade de f temos que f(a) = f(b) = 0. .

Num espaco Euclidiano o produto escalar da a possibilidade de definir uma norma,
conhecida por norma Euclidiana. Para verificar as propriedades de norma, precisamos
do seguinte lema.

Lema 4.2. Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sejam X um espaco Euclidiano e x, y € X. Entao, |{x, y)| < |x||y|. A igualdade
[{x, y)| = |x||y| verifica-se se e sé se x e y sao linearmente dependentes.

Demonstracao. Temos 0 < {(tx+ y,7zx+ y), para todo r € R, ou, na forma equivalente,
0 < (x, x)t2 + 2(x, y)t + {y,y), para todo t € R. Um polinémio de segundo grau é
maior ou igual a zero para cada ¢ se e so se o seu discriminante € nao positivo, isto €,
(x, y)2 = {x, x)(y, y) < 0, 0u (x, y)? < |x||y|?, sendo o discriminante igual a zero, isto
é, (x,y)? = |x|?|y|% se e sé se existe  tal que 0 = (tx+y,7x+y), ou seja, tx+y = 0,

isto € x e y serem linearmente dependentes. -

A definicao de norma Euclidiana baseia-se no seguinte teorema.

Seja X um espaco Euclidiano real. Entao,

x| = V(x, x)

€ uma norma, que chamamos norma Euclidiana.

Demonstracao. Sejam x,y € X e @ € R. Entao temos:

1. |x|] = V/{(x,x) > 0, onde a igualdade é valida se e s6 se x = 0 pois {x,x) =0 &
x= 0;
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2. |ax| = {ax, ax) = Va2{x,x) = |a]|x[;
3. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
e+ 312 =[x 4 200 y) + 1P < 1l 4 20xlly ]+ 11 = (%] + 1),

0 que é equivalente a |x + y| < |x| + |y
]

No conjunto dos espagos normados, os espacos Euclidianos sao poucos, no sentido
que a propriedade da norma ser Euclidiana, isto &, definida através do produto escalar,
€ um acontecimento raro. Com efeito, se X é um espaco Euclidiano e x, y € X, o leitor
facilmente pode demonstrar a igualdade do paralelogramo

Ix + y1% + |x = y12 = 2(1x1* + [y[*),

que para a maioria das normas nio se verifica. E facil ver, por exemplo, que no espaco
R? a norma | - | ndo é Euclidiana. De facto, sejam e; = (1,0) e ex = (0,1). Entdo
temos |e1]eo = 1, |e2]eo = 1, |e1 + e2]eo = 1 € |e1 — e2]e = 1. Portanto,

le1 + e2l2 +ler —eal2 =2 mas 2(ler]2 + |e2l2) = 4.

Na geometria dos espacos Euclidianos, a seguinte definicao assume um papel funda-
mental.

Definicao 4.4. Projecao de um vetor num subespaco

Sejam L um subespaco de um espaco Euclidiano X e x um vetor de X. Dizemos
que um vetor z de L é a proje¢do ortogonal de x no subespaco L se o vetor
y = x — z é ortogonal a todos os vetores de L.

O seqguinte teorema pode ser considerada como uma defini¢ao alternativa da defini-
¢ao de projecao ortogonal.

Teorema 4.3

A projecao ortogonal de um vetor x no subespaco L é o ponto z € L mais
préximo de x no sentido da norma Euclidiana de X.

Demonstracao. Seja v # z um vetor de L. Entao o vetor z—v € LL é ortogonal ao vetor
y = x — z. Logo, temos

x=vP=(x-vx-v)=(y+z-vy+z-v) =My +{z-vz-)
= y* 4+ lz=v[* > |y*.

Ha nos espacos Euclidianos uma classe de subespagos conhecidos por complementos
ortogonais, que ai assumem um papel muito importante. Seja L. um subespaco de um
espaco Euclidiano X.
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Definicao 4.5. Complemento ortogonal

Chamamos complemento ortogonal de L, que representamos por L+, ao con-
junto dos vetores que lhe sao ortogonais.

Teorema 4.4

O complemento ortogonal, L*, é um subespago de X.

Demonstracdo. Sejam y,z e Lt ea,b € R. Como L+ = {y € X : {(y,x) = 0,x € L},
temos

{ay + bz, x) = a{y, x) + b{z,x) = 0,

para todo x € L, ou seja, ay + bz € L.

4.4, Geometria do Método de Gauss

Nesta seccao vamos dar uma interpretacao geométrica do Método de Gauss.

Consideremos um vetor e € R", o subespaco L = {z € R" : (z,e¢) = 0}, um vetor
veR"eumaretaT = {¢tv: t € R}. O problema da construcao da projecao ortogonal
da reta T no subespago L tem uma solugcao Obvia: a reta gerada pelo vetor w =
v—{(v,e)e €L.

O mesmo problema é bastante mais complicado quando a reta é definida como um
sistema de equacdes T = {v € R" : (¢;,v) = 0, i = I,n—1}, onde ¢; € R" sdo
vetores linearmente independentes. Neste caso, a solu¢ao do problema tem de ter a
forma de um sistema de equacdes {w € L : (d;,w) =0, j = 2,n—1},onde d; € L
sao vetores linearmente independentes. Vamos procurar os vetores d; € L na forma
de combinacoes lineares dos vetores c¢; — (cj, e)e € L. Como os vetores ¢; € R" sao
linearmente independentes, pelo menos um dos produtos escalares {c;, ) € diferente

de zero. Seja, entao, sem perda de generalidade, {c1, e) # 0, e fagamos

4 = cj,l 1 se (cj,e) =0,
W(cj —{cj,e)e) — m(q —{c1,e)e), se{cjey#0.
Como
(v=Av,e)e,ci —{(cj,e)e) = —(v,e){cj, e), “4.2)
temos que

(dyw) = (diyv — (v, e)e) = —(v,e){cj,e), se{cj,e) =0 _o.
(v,e) =(v,e) se(cje)#0
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E facil ver que os vetores d; € L, j = 2,n -1, sao linearmente independentes. De
facto, a igualdade

n-1
0 == Z a/jdj
j=2

implica a igualdade

Cji 1
0= Z ajcj + Z @j (<cj,je> {1 e>)’

JjeJo =

onde Jo={j€{2...,n=1}:{(cj,e) =0} ey = {j €{2,....,n=1} : {cj,e) # O}.
Como os vetores ¢; € R", i = 1,n -1, sao linearmente independentes, vemos que

a;=0,j=2,n-1

Notemos que, se v € T e w € L é a sua projecao, entao é facil, dado w, reconstruir v.
De facto, como para j tais que (c;, e) # 0 (veja (4.2)) temos

B (w,cj —{cj,e)e) B _(w, cj)
v,y = - (cj, €) o (cje)’
fazendo
(W’ cj>
v=w-+ (v,ele=w - ——e¢,
<Cj’ e)
temos
(v,cj) = 0.

No caso (cj, e) = 0, temos
(v,cj) = (w,cj) = (w,d;) = 0.
Portanto, como {ci, ¢) # 0, a reconstrucao de v € obtida através da formula

_{wc)
(c1,e)

V=W

4.3)

Consideremos o sistema linear possivel e determinado com n equagdes e com n in-
cégnitas x!, ..., x" dado por

a%x1 + a%x2 + a‘rfx3 +-t+afx" = by

a%x1 + a%x2 + a§x3 + -+ ajx" = by

alx! +a2x? +ax3 + - +a'x" =b,,.
Introduzamos mais uma variavel x"! e consideremos o sistema homogéneo
a%x1 + a%x2 + a:{’x3 +-tafx" = byx"tl

ayxt +ax? +adxd 4o+ abx" = box"tl

1.1 2.2 3,3 n,n _ n+1
ayx- +a;x*+a,x’ +---+aix" =b,x""".
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Este sistema determina uma reta T c R"*1. Fazendo

e=e =(1,0,0,...,0)

_ 1 2 3 n 1
¢ = (a;,a7,a;,...,a',-b;), i=1n,

e aplicando o raciocinio anterior efetuamos o primeiro passo do Método de Gauss e
obtemos sistema de equacdes que determina uma reta no subespaco {x € R" : x! =
0}. Isto corresponde a operacao elementar

1 1
lj — a—llj - —1[1,
J 1

que € equivalente a operagao habitual
1
4;
—h.
a4

lj 1 -

Continuando esta construcao chegamos a equacao de uma reta no plano {x € R" :
x'=0,i=1n-1}

Passamos agora a sequnda fase do Método de Gauss. Fazendo x"*! = 1 e apli-
cando (4.3), determinamos x". Determinamos todas as outras incdgnitas aplicando
repetidamente este processo.

Geometricamente falando, em cada passo da segunda fase do Método de Gauss temos
um subespaco L e um seu ponto w, que € a projecao ortogonal do ponto v € L’ no
subespaco L, onde L’ é um subespago tal que dim(L’) = dim(L) + 1. A férmula (4.3)
proporciona o metodo de reconstrugao.

4.5. Bases ortogonais e ortogonalizacao

Nos espacos Euclidianos é possivel e pratico considerar bases ortogonais tal como
fizemos nos dois primeiros capitulos.

Definicao 4.6. Conjunto ortogonal

Seja {x1, ..., x,} um conjunto de vetores de um espaco Euclidiano X. Dizemos
que este conjunto é ortogonal se {xi, x;-) = 0, k # k’.

Como podemos ver do seguinte teorema, num espac¢o Euclidiano X de dimensao #,
um conjunto de n vetores ortogonais nao nulos forma uma base.

Teorema 4.5

Seja {e1, ..., ey} um conjunto de vetores ortogonais de um espaco Euclidiano
X. Se dim(X) = ne |ex] = 1, k = 1,n, entdo o conjunto é uma base, que
chamamos ortonormal.
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Demonstracao. Gragas ao Teorema 3.3, basta mostrar que os vetores ex, k = 1, n, sao
linearmente independentes. Suponhamos que estes vetores sao linearmente depen-
dentes, isto é, que existem numeros a; nem todos nulos e tais que

n
Z ager = 0.
k=1

Suponhamos que «,,, # 0. Como o conjunto dos vetores € ortogonal, o produto escalar
desta soma e do vetor ¢,,, implica

Om = am<em’ em> =0,

0 que € uma contradicao.

Um exemplo classico de uma base ortonormal no espago R” € o seqguinte.

Exemplo 4.6. Os vetores e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e e, = (0,0,...,1)
formam uma base ortonormal no espaco R”.

Um conjunto ortogonal de vetores pode ser obtido de um conjunto de vetores line-
armente independentes utilizando o seguinte processo de ortogonalizacao.

Teorema 4.6. (Gram-Schmidt)

Sejam X um espaco Euclidiano e xy, . . ., x, vetores linearmente independentes
de X. Entao, existem vetores y, ..., y, de X tais que

1. {y1,...,yn} € um conjunto ortogonal e

2. Lin{y1, ..., ym} = Lin{xt, ..., xm}, m =1, n.

Demonstracao. Facamos y; = x;. Suponhamos que os vetores yi,ys,..., ym-1 ja
estao construidos. Definamos o vetor y,, por
<xm’ }’k>

m—1
Ym = Xm — Sm-1, COM S = Z 5 k- (4.4)
= D

Obviamente (y,, vi) =0, k = 1,m -1, e Lin{y1, yo, ..., ym} = Lin{xy, x2, ..., x;n }. -

Notemos que a soma (4.4) que aparece no processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt, é a projecao ortogonal do vetor x,,, no subespaco Lin{yi, y2,..., ym-1} €

A partir da relacao entre os vetores linearmente independentes {xi,...,x;} € 0S
vetores ortogonais correspondentes {y1, ..., v, } obtidos pelo processo de ortogona-
lizagcao podemos estabelecer uma desigualdade util. Os pontos 0, x,, € s,,—1 formam
um triangulo retangulo pois o vetor x;,, —s,,—1 € ortogonal ao vetor s,,_1. Obviamente
a hipotenusa x,, nao pode ser mais curta que os lados do triangulo. Este facto leva a
desigualdade

1Xml? = yml?, m=T1,n. (4.5)
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Figura 4.1
Projecao ortogonal do
vetor x,;, no subespago

Lin{y1, y2, ..., ym—1}-

Esta desigualdade também pode ser obtida analiticamente. De facto, temos
|xm|2 = |ym + Sm—1|2 = (Ym + Sm-1,Ym + Sm-1) = |ym|2 + |Sm—1|2~

Vamos usar esta desigualdade no Capitulo 6.

Consideremos dois exemplos de aplicagao do Método de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt.

Exemplo 4.7. Consideremos a base {(1,-3), (2,2)} de R2. Vamos transformar esta
base numa base ortonormal. Sejam x; = (1,-3) e x2 = (2,2). Normalizando x;
obtemos

X1 1
wp = — = —(1,-3).
"l Vl()( )

Aplicando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, usando o vetor normali-
zado wq, obtemos

I 5 VN B 1 R
== 82— (22)-((2:2). =(1-3)) =019
2 1
=(2,2)+ 5(1 -3) = 5(12, 4),
x|l
TR

Assim, concluimos que a base ortonormal {w1, w2} obtida a partir dos vetores xi, xo
€ dada por

(o]
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Exemplo 4.8. Consideremos a base {(1,1,1),(~1,1,0),(1,2,1)} de R3. Vamos apli-
car o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt para transformarmos esta base
numa base ortonormal. Sejam x; = (1,1,1), xo = (-=1,1,0) e x3 = (1,2,1). Estes
vetores sao linearmente independentes. Aplicando o processo de ortogonalizagao,
normalizando primeiro o vetor x1, vem

x1 V3
- ¥
w1 |)C1| 3(9 s )’
R w)—(—110)—i(111)<(—110) i(111)>
2 2 1 2’ 1 9 9 vg 9 9 9 9 vg 9 9
— (-1,1,0),
y2 V2
= =—(-1,1,0),
"=y =g (RO

y3 = x3 — wi{x3, wi) — wa(x3, wa)

1 1
= (121 - (1, 1)<(1, 21, (L 1)>

_ g (-1,1,0) <(1, 2,1), g (-11,0) >

—_

—(1,2,1)- %(1, 1L1)- %(—1, 1,0) = L (1,1,-2),

6
3 V6
wy=—=—(1,1,-2).
el - 6 72
Assim, concluimos que a base ortonormal {w1, wo, w3} obtida a partir dos vetores

X1, X2, X3 é dada por

V3 V2 V6
{?(1, L1), 5 (-L10), & (L1, —2)} :

O

4.6. Base no espaco de polinémios trigonomeétricos e
coeficientes de Fourier

Um exemplo interessante € o do espaco linear de polindmios trigonomeétricos. Neste
espaco, da mesma maneira como foi feito no caso dos polindmios algébricos, pode-
mos definir um produto escalar. O que é interessante é que neste espago com esse
produto escalar existe uma base ortogonal natural e esse facto tem uma influéncia
marcante em varios ramos da Matematica, da Teoria dos NUumeros até as equacgoes
da Fisica Matematica (equacoes em derivadas parciais).

Os polindmios trigonométricos

ao
flx) = 5 Taicosx+ bysenx + ---+ a, cos(nx) + b, sen(nx)

sao combinagdes lineares das fungdes trigonométricas

1,cosx,senx,...,cos(nx),sen(nx). (4.6)
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Obviamente que os polinémios trigonométricos 7", definidos no intervalo [-x, 7],
formam um espaco linear. Neste espaco podemos definir o produto escalar

.y = [ fx)(x)dn.
-
Verificamos exatamente como no caso do espago de polinémios algébricos $" as
propriedades do produto escalar.

O seguinte lema estabelece uma propriedade importante das fungoes trigonométri-
cas.

As funcgodes (4.6) sao ortogonais, ou seja,

/ cos(nx) cos(mx)dx =0, n#m,
/ sen(nx)sen(mx)dx =0, n#m, e

cos(nx)sen(mx)dx =0, n,m=0,12,....

Senz(nx) dx=nmn=12....

/
/_7r cos’(nx)dx =7 e
/

Demonstracao. Seja n # m. Temos, por exemplo,

‘/7r sen(nx) sen(mx) dx = % /ﬂ(cos(n —m)x —cos(n+ m)x) dx

Y 7S

s

sen(n+ m)x
 2(n+m)

_sen(n—m)x|"
2(n—m)

-7 =7

Analogamente mostramos que

T
/ cos(nx)cos(mx)dx =0, n#m,

T

T
/ cos(nx)sen(mx)dx =0, nm=0,12,...

T

Os integrais dos quadrados das funcdes calculamos assim:

[ﬂ cos?(nx) dx = %[ﬂ(l + cos(2nx))dx =

T T
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/7r sen?(nx)dx = %/”(1 - cos(2nx)) dx = 7.

T T ]

Seja f um polindmio trigonométrico. Entao, os respetivos coeficientes podem ser
expressos em termos de f da seguinte maneira.

Seja o polindmio trigonométrico

f(x) = %0 + Z(ak cos(kx) + by sen(kx)). 4.7)
k=1
Entao, os seus coeficientes tém as seqguintes formas:
2 [" 1w
ao = x ) X) dx,
1 T
ax = —/ f(x)cos(kx)dx e
T =TT

b= / " ) s

Demonstracao. Como

[owe= ],

ao

n n n n
=3 dx + Z ag / cos(kx) dx + by / sen(kx) dx = may,
k=1 e n

L, Z ar cos(kx) + by sen(kx) | dx
2 &

—x _
temos a férmula para ap.

Multiplicando (4.7) termo a termo por cos(kx) ou sen(kx), integrando e usando a
propriedade de ortogonalidade (veja o Lema 4.3), temos

/7r f(x)cos(kx)dx = /ﬂ ar cos?(kx) dx = may

T

/'” f(x)sen(kx)dx = /” by sen®(kx) dx = nby.

4 |

Deste teorema vemos que os coeficientes de um polindmio trigonométrico sao defi-
nidos de maneira uUnica, isto &, se

flx) = % + Zn:(ak cos(kx) + by sen(kx))
k=1

Flx) = % + i(Ak cos(kx) + By sen(kx))
k=1



ALGEBRA LINEAR DO PONTO DE VISTA GEOMETRICO

sao dois polindmios trigonométricos, tais que f(x) = F(x), entdo ay = Ax e by = Bx
para k = 0, n. Portanto, as funcdes (4.6) formam uma base ortogonal no espaco 7,
donde dim(7™") = 2n+ 1.

Os coeficientes de um polindmio trigonométrico na forma apresentada no Teorema 4.7
sao conhecidos como coeficientes de Fourier. Estes coeficientes sao as coordena-
das de um polinémio trigonométrico na base ortogonal formada pelas funcoes (4.6).
Quando trabalhamos num espaco Euclidiano com uma base ortonormal, as coorde-
nadas de um vetor relativamente a essa base chamamos também, por analogia, coe-
ficientes de Fourier.

Definicao 4.7. Coeficientes de Fourier

Sejam X um espaco Euclidiano, {ey, ..., e,} um conjunto ortonormal e x € X.
Entao, os coeficientes

cr = (x,ex), k=1n,

sao conhecidos como coeficientes de Fourier do vetor x relativamente ao con-
junto ortonormal {ey,...,e,}.

L

Exemplo 4.9. No espago dos polindmios trigonométricos 7", o conjunto de funcoes

{ 1 cosx senx cos(nx) sen(nx)}
V2r' Nm D oNm T Nm T Wm

€ ortonormal (veja Lema 4.3). -

SejaL = Lin{ey,...,e,} com{ey,...,e,} um conjunto ortonormal num espaco Eucli-
diano X. Acontece que o ponto mais proximo em L de um vetor x € X é a combinagao
linear dos vetores {ey, ..., e,} com coeficientes de Fourier de x.

Teorema 4.8. Propriedade minima dos coeficientes de Fourier

Sejam X um espaco Euclidiano e x € X. Entao

n
X — Z e
k=1

para todos os numeros ax € R, k = 1,n.

2 2

<

n
X - Z(x, ex)ek
=1

Demonstracao. Como

n 2 n n
x - Z arer| = <x - Z A, X — Z akek>
k=1 k=1 k=1
n n n
=(x,x)—2 <x, Z akek> + <Z ayer, Z akek>
k=1 k=1 k=1
n n n n
=P =2 ) awee + ) af =l = )+ ) (- )’
k=1 k=1 k=1

k=1
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obtemos

n 2
X — Z ey
k=1

> |x|2 Z Z crer| = |x-— Z(x er)ex
k=1 k=1
|
E facil de ver que a soma
n

Z(X, ex)ek

k=1
€ a projecao ortogonal do vetor x no subespaco Lin{ey, ..., e,}.

Obviamente que a norma do vetor mais proximo de x no subespaco L nao pode
superar a norma do vetor x. Temos, entao, o sequinte corolario desta ultima férmula.

Corolario 4.1. (Desigualdade de Bessel)

Seja X um espaco Euclidiano. Para cada vetor x € X verifica-se a desigualdade
de Bessel

n

Z c,z < |x%

k=1

Demonstracao. Como

n
2 2
2= e =

k=1

n 2
- 2, ke
k=1

temos

4.7. Espacos Euclidianos complexos

Também é possivel introduzir espacos Euclidianos complexos, mas o conjunto de pro-
priedades do produto escalar tem de ser modificado dado que, no caso complexo, as
propriedades (x, y) = (y,x) e {ax,y) = a{x, y) ndo sao compativeis com a proprie-
dade (x, x) > 0. Com efeito,

(ix,ix) = iQ(x, x) = —{(x, x),

isto é, os quadrados das normas dos vetores x e ix nao podem ser positivos ao mesmo
tempo. Para evitar esta contradicao, vamos definir o espaco Euclidiano complexo X
da seguinte maneira. (Recordemos que o numero conjugado de um ndmero complexo
z=a+ibéz=a-1b)
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Definicao 4.8. Espaco Euclidiano complexo

Seja X um espaco linear sobre o conjunto dos numeros complexos. Dizemos
que este espaco € Euclidiano (Euclidiano complexo) se esta definida uma fun-
¢ao () : X x X — C que verifica as seguintes condicoes:

1. (x,y) = (y, x), para quaisquer x, y € X;
2. (x +y,2) = (%, 2) + (¥, 2), para quaisquer x, y, z € X;

3. (ax,y) = a{x,y), para quaisquer x,y € X e qualquer « € C;

4. (x,x) >0, paraqualquer x e X, e (x,x) =0 o x = 0.

Consideremos dois exemplos de espagos Euclidianos complexos.

Exemplo 4.10. O espaco C" de vetores complexos x = (x%, x2,..., x") com o produto

escalar

n
(xy) = > xkyk
k=1

€ um espaco Euclidiano complexo. O

Exemplo 4.11. O espaco de polinémios p : [a, b] — C, p(z) = ap"+a12" t+- - -+ap,
de grau menor ou igual a n com coeficientes complexos, € um espaco Euclidiano
complexo com o produto escalar

Pa)= /bp(Z)q(z) dz.

O

Tal como no caso de espacos Euclidianos reais, para definir a norma Euclidiana pre-
cisamos da versao complexa da desigualdade de Cauchy-Schwarz

1€, )12 < (x x)(p, ). (4.8)

Se (x,y) = 0, a desigualdade é ébvia. Suponhamos que (x,y) # 0. Paratodor € C
temos

<t'x—y’tx_y> > 0’
ou seja,
|12 (2, x) — £(x, y) — 1{x,y) + (3 y) = 0.

Fazendo r = 722 onde 7 € R, obtemos #(x,y) = |(x,y)|. Logo, {x,y) = #(x,y).

Daqui obtemos

2%, x) = 2t ) + (3 y) = 0

para qualquer T € R, e portanto, como no caso real, temos (4.8).

7
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A norma Euclidiana de x € X definimos por

x| = v{x, x)

(notemos que {(x, x) € R).

As duas primeiras propriedades da norma sao consequéncias imediatas da definicao.
A Unica propriedade que precisa de demonstracao € a desigualdade triangular que
deduzimos da desigualdade de Cauchy-Schwarz:

x4+ y2 = (x+y,x+y) = (xx)+ 6 y) + G y) + (hy)

< 6 x) 4 2000 W)+ ) < (Ix] + [y
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5.1. Introducao

Neste capitulo introduzimos o objeto principal que estudamos neste livro — as apli-
cagoes lineares. As aplicagoes lineares transformam combinagoes lineares de vetores
de um espaco linear em combinacdes lineares de vetores de outro espaco linear com
0s mesmos coeficientes. As aplicagoes lineares sao muito importantes em Matema-
tica. Por exemplo, as derivadas e integrais sao aplicagcoes lineares.

5.2. Aplicacoes lineares: definicao e exemplos

Comegamos por introduzir a definicao de aplicacao linear seguida da apresentagao
de alguns exemplos.

Definicao 5.1. Aplicacao linear

Sejam X e Y espacos lineares sobre um conjunto de numeros K. A uma apli-
cagao A : X — Y damos o nome de aplicagao linear se

A(aqxl + CL'Q)CQ) =S an(xl) + O(QA(XQ)

para todos 0s x1,x2 € X e a, az € K.

Vamos designar por £(X,Y) o conjunto de todas as aplicagoes lineares de X em Y e
designar também por Ax a imagem de x, isto é, A(x) = Ax.

Por indugao, podemos imediatamente deduzir o seguinte teorema.

Seja A € L(XY). Entao

m m
A (Z ajxj) = Z @jAX;,
j=1 j=1

para todos os x; € X etodosos a; € K, j = 1,m.

Eis alguns exemplos de aplicagdes lineares.

Exemplo 5.1. A aplicagdo identidade I € £(X,X), que faz corresponder a cada x € X

0 mesmo vetor x. 0

Exemplo 5.2. A aplicagao zero 0 € £(X,Y), que transforma todo o x € X no ponto

zero do espaco Y. .
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Exemplo 5.3. A derivagao é uma aplicacao linear no espago £" de todos os polind-
mios de grau menor ou igual a n: a cada polindmio

p(t) = apt™ + ait" Y+ -+ ay_1t + a, € P,
a aplicagao % faz corresponder o polinomio

p'(1) = napt" 7 + (n—Vart" %+ + a,q.

Vamos agora introduzir duas operagdes no conjunto das aplicagoes lineares.

Definicao 5.2. Soma de aplicacoes lineares

Sejam A, B € L(X,Y). Entao, definimos a sua soma por

(A+ B)x = Ax + Bx,

para todo o x € X.

Definicao 5.3. Multiplicacao de uma aplicacao linear por um niimero

Sejam A € L(X,Y) e 2 € K. Entdo, definimos a multiplicacdo de A por A por
(1A)x = A(Ax),

para todo o x € X.

Deixamos a demonstracao do seguinte teorema para o leitor como um simples exer-
cicio (basta verificar que as operacoes de soma e de multiplicagao por um nimero tém
como resultado uma aplicagao de £(X,Y), e a seguir verificar todas as propriedades
de espago linear).

Teorema 5.2

O conjunto £(X,Y) com as operagdes de soma e de multiplicagdo por um
ndmero dadas nas Defini¢oes 5.2 e 5.3, respetivamente, é um espaco linear.

Em muitos problemas é necessario trabalhar com mais do que dois espagos e com
aplicagoes entre eles. Isto naturalmente leva a necessidade da definicao seguinte.

Definicao 5.4. Composicao de aplicagoes lineares

Sejam A € L(XY) e B € L(Y,Z). Entdo, definimos a composi¢do de duas
aplicagoes lineares por

(BA)x = B(Ax).

A demonstracao do seguinte teorema também deixamos para o leitor como um sim-
ples exercicio (basta utilizar a definicao de aplicagao linear).
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Teorema 5.3

A composicao de duas aplicagdes lineares A € L(X,Y) e B € L(Y,Z) é uma
aplicacao linear de X em Z.

5.3. Aplicagodes lineares e matrizes

A resolucao de um problema que envolve uma aplicacao linear comeca pela intro-
ducao de bases nos respetivos espagos. Como veremos, definidas as duas bases,
podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre a aplicacao linear e uma
matriz. Uma vez estabelecida esta correspondéncia, vamos desenvolver um calculo
matricial, que é uma ferramenta muito importante no estudo das propriedades das
aplicagoes lineares.

Consideremos dois espacos lineares X e Y de dimensodes n e m, respetivamente, e
uma aplicacdo linear A € L(X,Y). Seja & = {e1,e2,...,e,} umabaseem X e F =
{f1, fo, ..., fm} uma base em Y. Cada vetor Ae; € Y pode ser representado na forma

m

Aex = dkfi, k=Tn. (5.1)
j=1

Os coeficientes aj? escrevemos na forma da matriz

1 2 n
a; @ a;
ay dj aj
Aer) = : :
ay  ap, ap,

A esta matriz damos o nome de matriz da aplicacdo linear A relativamente as ba-
ses & e F. As colunas desta matriz sao formadas pelas coordenadas dos vetores
Aey, Aes, ..., Ae, na base . Vamos designar a matriz Ag,P) simplesmente por A
quando as bases estao fixas e vamos usar a notacao A = (a{) para indicar as com-
ponentes que a matriz tem. Sendo A uma matriz com m linhas e n colunas, vamos
passar a usar a notacao m x n (que se Lé “m por n”) para representar as dimensoes da
matriz e denotar por M,,x, 0 conjunto das matrizes com m linhas e n colunas.

Exemplo 5.4. Consideremos o espaco de polindmios £ com coeficientes reais. Con-
sideremos a base formada pelos monémios x¥, k = 0, n. Nesta base o polinémio

p(x) = apx" + a;x"' +-- +a,

tem as coordenadas (ag, a1, ...,a,) € R"t1. Determinemos a matriz D da aplicacdo
linear & : " — P Como

X

d
™ (x) = napx" ' + (n—Darx" 2+ - + ap_1,
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entao obtemos

0 0 000
n
D=0 n-1
0 0
0o .- 0

O

Determinemos a ligagao entre as coordenadas fk, k = 1,n, do vetor x na base & e as
coordenadas 1/, j = 1,m, do vetor y = Ax na base 7.

Sejam A€ L(XY),E = {e1,e2,...,ep} umabaseemXeF = {f1, fo,. .., fin}
uma base em Y. Sejam, ainda, x € X e y = Ax € Y tais que

n m .
x= e, y=>1f
k=1 Jj=1

Entao temos

= Z ajffk, j=1m. (5.2)
k=1

Demonstracao. Como A é uma aplicagao linear, pela férmula (5.1) temos
m . n n n m
difi=y=4 kaek)z > A=) & dky
j=1 k=1 k=1 k=1 j=1
m n
j=1

k=1

Comparando as partes esquerda e direita desta igualdade, chegamos a (5.2). -

Vamos agora aprofundar a relagao entre aplicagdes lineares e matrizes associadas as
operacoes lineares soma e multiplicagao por um numero.

Sejam X e Y espagos lineares com bases & = {ei,eo,...,en} € F =
{fi, fo, - . ., fn}, respetivamente. Entao, a matriz C = (c{) associada a soma
de duas aplicagoes lineares A e B de L(X,Y) tem componentes

o =al +b (5.3)

i i

continua na pagina seguinte
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continuagao da pagina anterior

e a matriz C = (c{) associada ao produto de um numero A e uma aplicagao
linear A tem componentes

& = ad, (54

i

onde a{ e b{ sao as componentes das matrizes das aplicacoes A e B relativa-
mente as bases & e F.

Demonstracao. Esta demonstracao baseia-se na formula (5.1). A férmula (5.3) é uma
consequéncia das igualdades

(A+B)ej = Ae; + Be; = ia{fiJrib{fi = i(a{er{)fi = ic{fi,
i=1 i=1 i=1

i=1 = i

e a férmula (5.4) € uma consequéncia das igualdades

Este ultimo teorema leva naturalmente as definicdes das seguintes operagoes com
matrizes.

Definicao 5.5. Soma de duas matrizes

A soma de duas matrizes A = (a{) eB = (b{) de M,,.xn, que denotamos por
A+ B,éamatrizC = (c!) € Myxn cOM ¢} =al +b).

Queremos reforcar que s6 podemos somar matrizes com as mesmas dimensoes.

Exemplo 5.5. Sejam A = (é 7(21)) eB= (%j) Entdo, A+ B = (g %).

- mi
Definicao 5.6. Multiplicacdo de uma matriz por um numero
O produto de uma matriz A = (a{) € M,xn POr um numero A, que denotamos
por 1A, é amatriz C = (c]) € Myxn cOM ¢ = Aa’.
A ( 124 3 —( 3612
Exemplo 5.6. Seja A = (_373). Entdo, 34 = (_2533). 5

Com a ajuda destas operacoes €, por exemplo, muito facil calcular as coordenadas do
vetor A(g #)x Na base F.

O leitor facilmente pode verificar as propriedades de espaco linear e desta maneira
demonstrar o seguinte teorema.
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Teorema 5.6

O conjunto M,,,x, com as operagoes de soma e multiplicagao por um nimero
€ um espaco linear.

Vamos agora introduzir o conceito de isomorfismo de espagos lineares e que € muito
util na resolugao de varios problemas.

Definicao 5.7. Isomorfismo de espacos lineares

Sejam X e Y espacos lineares sobre o conjunto de numeros K. Dizemos que
os espacos X e Y sao isomorfos se existe uma aplicacao biunivoca ¢ : X —» Y
que preserva as combinagdes lineares, ou seja, tal que

¢la1x1 + aax2) = a1d(x1) + a2d(x2),

para todos 0s x1,x0 € X e ay,az € K. A aplicacao ¢ damos o nome de isomor-
fismo.

O conceito de isomorfismo é muito importante. Com efeito, podemos estar a tra-
balhar com espacos cujos elementos sao de natureza muito diferentes mas, se os
espacos forem isomorfos, do ponto de vista da teoria que estamos a desenvolver, sao
idénticos. Este facto permite-nos aplicar as mesmas técnicas matematicas ao estudo
de objetos muito distintos. Por exemplo, do Teorema 5.5, imediatamente temos o
teorema seguinte.

Teorema 5.7

Os espacos lineares L(X,Y) e My, sdo isomorfos.

A diferenca entre L(X,Y) e M.x, € muito grande. Com efeito, as aplicacoes line-
ares sao fungdes que transformam vetores em vetores e as matrizes sao tabelas de
numeros. No entanto, o facto de serem isomorfos, vai ser muito Util.

Em muitos problemas é necessario considerar composi¢oes de aplicagoes lineares.
Consideremos espacos lineares de dimensao finita X, Y e Z. Sejam & = {ey,..., e, },
F={ft,.-.fmteG=1{g1,...,8 ) basesem X, Y e Z, respetivamente. Considere-
mos duas aplicacdes lineares B € £(X,Y) e A € £L(Y,Z). A aplicagdo B corresponde
a matriz com as componentes b;?, Jj= Im k=1n,¢€a aplicacao A corresponde a
matriz com as componentes a{, i=11, j= 1, m. O leitor facilmente pode verificar
que a aplicacao C : X — Z definida como a composicao das aplicacées A e B, ou
seja,

z=Cx = (AB)x = A(Bx),x € X,

€ uma aplicagao linear.
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A matriz C = (cf) associada a composicao AB das aplicagoes lineares A e B
tem componentes

cf =) dlbk. (5.5)

Demonstracao. A formula (5.5) € uma consequéncia das seguintes igualdades:

(AB)ex = A(Bex) Zbkf] :Zm:bj?Aﬁ:ibfia{gi

= j=1 j=1 i=1

Este teorema leva naturalmente a definicao da operacao muito importante de multi-
plicacao de matrizes.

Definicao 5.8. Produto de duas matrizes

O produto de duas matrizes A = (a{) € Muxn € B = ( k) € M., que

denotamos por AB, é a matriz C = (cf) € Mg com Cf = J 1% bk

Queremos reforcar que sé podemos multiplicar duas matrizes quando o numero de
colunas da primeira € igual ao numero de linhas da segunda. Por exemplo, na fér-
mula (5.2) calculamos o produto da matriz A (g #) € Myuxn € do vetor-coluna com as
coordenadas (£1,£2,...,¢€"), que € uma matriz n x 1:

1 1 2 1
77 al al ... ai" f
2 1 2 2
)7 a2 a2 ... ag’ f
") \am ap, ay J\€"
O resultado é o vetor-coluna com as coordenadas (nl, 172, ...,n™), ou seja, uma matriz

mx 1.

Exemplo 5.7. Sejam A = (

UH—U—‘
OH[\D

)eB (373). Entéo,AB:(

U= W

) .

A partir deste momento, vamos utilizar os termos vetor-linha e vetor-coluna para dizer
que sao matrizes com dimensoes 1xn e nx1, respetivamente. Estes objetos podem ser
considerados como elementos do conjunto K", mas do ponto de vista de operagoes
com matrizes a diferenca entre estes dois objetos € muito grande. Por exemplo, o
produto de um vetor-linha por um vetor-coluna com n componentes € um ndmero e
o produto de um vetor-coluna por um vetor-linha é uma matriz com dimensodes n X n.

Qoo

1
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O esquema geral de resolucao dos problemas que envolvem aplicacoes lineares pode
ser apresentado por

L-o>-M-—> L.

De facto, gracas ao Teorema 5.7, estando definidas as bases, as aplicacoes lineares
podemos fazer corresponder as respetivas matrizes e utilizando o calculo matricial
fazer as contas necessarias. Podemos depois regressar as aplicagoes lineares para
terminar a resolucao do problema.

Como ilustracao desta ideia, vamos ver um exemplo muito simples.

Exemplo 5.8. Consideremos num espaco Euclidiano de dimensao dois uma base or-
tonormal & = {e1,e2}. Seja A a rotagao no sentido anti-horario do espago que tem
centro na origem e amplitude 7. Suponhamos que a base esta orientada de maneira
que Ae; = ea. Queremos, agora, determinar o resultado da rotagao do vetor e + 3es.
Na base introduzida a matriz da aplicagao A é

A=
1 0

Entdo, recorrendo ao calculo matricial, vemos que as coordenadas do vetor A(e; +

3e2) sao

1 013 \1

0 -1}\/1 -3

Logo, A(61 + 362) = —3e1 + eo.

5.4. Aplicagoes lineares de X em X

Sejam X um espaco linear de dimensao n e & = {ey,ea,...,e,} uma base em X.
Consideremos, agora, aplicacoes lineares em que o conjunto de chegada é igual ao
seu dominio. Seja, entdo, A € L(X, X). A matriz que corresponde a esta aplicacdo

1 2 . n
a; a4 ay
a% ag PECEEY ag"
A p—
1 2 n
an an ) an

esta determinada pelas igualdades

n
Ae, = Za;?ej, k=1,n.
Jj=1

Para as coordenadas do vetor y = Ax relativamente a base & (y = Z;?Zl n’e;), temos

n
W= a j=Tn
k=1
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(veja (5.2)) onde &%, k = 1, n, sdo as coordenadas do vetor x relativamente & mesma
base & (x = X7_, *ex).

Apresentemos agora alguns exemplos.

Exemplo 5.9. Sejam {e1, eo, . . ., e, } uma base do espaco linear X e os numeros 4; € K,
i = 1,n. Consideremos a aplicacdo linear A € £(X,X) definida por

Aek = /lkek, k= H

A matriz desta aplicacao tem a forma

0 A

A= 2
0
0 0,

A uma aplicagao (e a matriz correspondente) deste tipo chamamos diagonal. .

Exemplo 5.10. Seja X um espaco linear. Vamos designar por I a aplicagdo identidade
definida como

Ix = x,
para todo x € X. Obviamente
Al = 1A = A,

para qualquer A € £L(X, X). A esta aplicacao corresponde a matriz identidade

1 0 0
0 1 :
I= .
0
0 0 1

O

Exemplo 5.11. Seja A € £(X,X). A aplicagdo P € £(X,X) damos o nome de aplica-
¢do inversa esquerda da aplicagao A se

PA=1.
A aplicacdo Q € £(X,X) damos o nome de aplicacdo inversa direita da aplicacio A se

AQ =1.
O

O seguinte teorema estabelece a propriedade mais importante destas duas ultimas
aplicagoes.
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Teorema 5.9

Sejam A € L(X,X), P € £(X,X) uma aplicagao inversa esquerdade Ae Q €
£L(X,X) uma aplicagao inversa direita de A. Entdo, P = Q e estas aplicagoes
estao definidas de modo Unico.

Demonstracao. Com efeito, temos
P=PI=P(AQ)=(PA)Q=10=0.

Sejam P; e Py duas aplicagoes inversas esquerdas de A e Q uma aplicagao inversa
direita. Entao, como ja demonstramos, P1 = Q e P, = Q. Portanto, P = P>. A

unicidade da aplicacao inversa direita demonstra-se da mesma maneira. -

Deste teorema vemos que a existéncia de aplicagoes inversas a direita e a esquerda
implica a existéncia de uma Unica aplicacio A~ = P = Q. Temos entdo a seguinte
definicao.

Definicao 5.9. Aplicacao inversa e aplicacao linear invertivel

Seja A € L(X X) tal que admite aplicagdes inversas a direita e a esquerda.
Ent3o, & aplicacdo linear A~! chamamos aplicacdo inversa de A. A aplicacdo
A~ verifica as condicdes

AlA=Aa"1=1.

Auma aplicacao linear que admite inversa chamamos aplicacao linear invertivel.

Exemplo 5.12. A aplicacao A : R” — R" com a matriz diagonal

0 A

A= 2
0
0 0 2,

Y0 0
|0
‘ 0
0 0 ;1

[m|

Sejam A e B aplicagdes lineares de X em X. Entao, a composicao destas aplica-
¢oes, AB, também é uma aplicacao linear de X em X. A composicao de duas apli-
cagoes pode ser vista como um produto que tem as propriedades de associatividade
A(BC) = (AB)C e de distributividade (A+ B)C = AC+BCe C(A+B) = CA+CB.
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(O leitor facilmente pode deduzir estas propriedades diretamente das definicoes.) A
um espaco linear onde esta definido o produto dos elementos com estas duas propri-
edades chamamos dlgebra. Obviamente £(X, X) e M,x, sao algebras. Duas algebras
sao isomorfas se o isomorfismo ¢ dos respetivos espacos lineares preserva também
o produto:

P(x1x2) = P(x1)p(x2).

Por exemplo, do Teorema 5.7 e do Teorema 5.8 imediatamente temos o teorema se-
guinte.

Teorema 5.10

As algebras £(X,X) e M,x, sao isomorfas sempre que dim(X) = n.

Notemos que as algebras L(X, X) e M,x, nao sao comutativas, isto é, no caso geral
AB # BA,para A,B € L(X,X) ou A, B € M,x,. De facto, consideremos num espago
Euclidiano de dimensao dois uma base ortonormal & = {e1, e2}. Sejam A a simetria
de reflexao em relacao a bissetriz do angulo formado pelos vetores da base e B a
rotagao no sentido anti-horario do espago que tem centro na origem e amplitude 5.
Suponhamos que a base esta orientada de maneira que Be; = eo. Entao temos

ABe1r = e1 e BAep = —ej.

Obviamente as respetivas matrizes sao

0 1 0 -1
A= e B= s
1 0 1 0
pelo que
1 0 -1 0
AB = e BA= .
0 -1 0 1

Pretendemos agora determinar a matriz da aplicagao inversa no caso geral. Seja A
uma aplicagao linear invertivel cujos dominio e conjunto de chegada sao o mesmo
espaco linear de dimensao n. Vamos designar a matriz desta aplicacao e a matriz da
sua inversa, numa certa base, por A e A~!, respetivamente. A existéncia da aplicacdo
inversa implica que a equacao matricial AX = I tem uma uUnica solugao, a matriz
X € M,x,. Designemos as colunas da matriz X por xx, k = 1,n. Entdo, a equacdo
AX = I é equivalente ao conjunto de equagoes Axy = e, k = 1,n, onde ¢; € a
k-ésima coluna da matriz I. A cada uma destas equagdes podemos aplicar o Método
de Gauss. As transformacgoes que fazemos com a matriz A nao dependem do vetor ¢.
Portanto, podemos fazer os calculos simultaneamente para todos os k = 1,n. Para
fazer isso comegamos por construir a matriz de dimensoes n X 2n, cujas n primeiras
colunas sao as colunas da matriz A, sendo as restantes as colunas da matriz iden-
tidade. Vamos denotar esta matriz por (A|l). Aplicamos de seguida a primeira fase
do Método de Gauss por forma a transformar a matriz (A|I) numa matriz em escada.
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Para determinar as colunas da matriz inversa temos que aplicar a sequnda fase do
Método de Gauss n vezes.

Vamos agora ilustrar o procedimento acabado de descrever. Seja A uma aplicacao
linear cuja matriz em certa base e

1 0 2
A=12 -1 3
4 1 8
Construimos entdo a matriz (All):
1 0 2 1 0 0
2 -1 3 01 0
4 1 8 0 0 1

Depois das transformacoes Iy « I — 21 e I3 « I3 — 4]; obtemos a matriz

1 0 2 1 0 0
0O -1 -1 -2 1 0]
0 1 0 -4 0 1

Aplicando a transformacao I3 « I3 + I3 obtemos

1 0 2 1 0 0

0 -1 -1 -2 1 0]

0o 0 -1 -6 1 1
A primeira fase do Método de Gauss esta terminada uma vez que a matriz (A|l) ja
esta na forma em escada. Estamos entao em condicoes de determinar as colunas da

matriz inversa. Os elementos da primeira coluna da matriz inversa (a7')1, (a™!)3 e
(a™'): sdo a solugao do sistema linear

vindo (a™)} =6, (a™!)} = -4 e (a™!)] = -11. Os elementos da segunda coluna da
matriz inversa (a™)%, (a™)3 e (a™!)3 sdo a solugao do sistema linear

1 0 2 0

0 -1 -1 )

0O 0 -1 1
vindo (a™!); = -1, (a7')3 = 0 e (a7!)} = 2. Os elementos da terceira coluna da
matriz inversa ()3, (a™)3 e (a™')3 sdo a solugao do sistema linear

1 0 2 0

0 -1 -1 0
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vindo (a™1)3 = -1, (a!)3 =1 e (a71)? = 2. Temos, entdo, que

3 2
11 2 2
At=l-4 0o 1
6 -1 -1

Uma resolugao alternativa para determinar a matriz inversa é recorrer ao Método de
Gauss-Jordan onde, como sabemos da Secgao 3.3, a matriz (A|b), correspondente ao
sistema Ax = b, é transformada na matriz (I|A~'b). Portanto, aplicando este método
a matriz (A|I) obtemos a matriz (1]A71).

Consideremos, entao, novamente a matriz

1 0 2
A=[2 -1 3
4 1 8

1 0 2 1 0 O
2 -1 3 0 1 O0f.
4 1 8 0 0 1

1 0 2
0 -1 -1
0 0 -1

na matriz identidade. Para tal, continuamos a recorrer as operacoes com linhas da
matriz obtida. Fazendo I, « —Is e I3 « —I3 chegamos a matriz

10 2 1 0 O
01 1 2 -1 0
0 01 6 -1 -1
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Finalmente depois das transformacgoes l; « [; — 2I3 e Iy « [y — I3 obtemos

1 0 0 -11 2 2
01 0 -4 0 1
0o 01 6 -1 -1

Portanto,
-1 2 2
Al=|l-4 0 1
6 -1 -1

Como ja dissemos na Secgao 3.3, este método nao tem nenhuma vantagem funda-
mental quando comparado com a abordagem baseada no Método de Gauss. No en-
tanto, em vez da abordagem sequencial da segunda fase do Método de Gauss, em
que obtemos uma a uma as colunas da matriz inversa, na segunda fase do Método
de Gauss-Jordan fazemos as contas em simultaneo, onde usamos o mesmo tipo de
operagoes sobre as linhas como na primeira fase do método, até obter a matriz in-
versa. Ao aplicarmos sempre o mesmo tipo de operacoes, as resolugoes deste tipo
de exercicios criam, aos olhos humanos, uma boa ilusao de ser uma abordagem mais
simples.

5.5. Operacgoes elementares com matrizes

No Método de Gauss-Jordan fazemos com as linhas da matriz (A|/) as seguintes ope-
racoes elementares:

1. Multiplicamos uma linha por um ndmero;
2. Adicionamos uma linha a outra linha;

3. Trocamos duas linhas.

Todas estas operagoes sao possiveis de escrever em termos de multiplicacdes de ma-
trizes:

1. A multiplicacao da linha i da matriz A por um nimero A é equivalente a mul-
tiplicagdo a esquerda da matriz A pela matriz M(i, 1), que é a matriz I que na
linha i e coluna i em vez de 1 tem A:

1 1 0 v e e e 0
0
i—-1 1
M@, A) = i 1 ;
i+1 1
0
n 0 0
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2. Aadicao dalinha j a linha i é equivalente a multiplicagao a esquerda da matriz
A pela matriz S(i,j), que é a matriz / que na linha i e coluna j em vez de 0
tem 1:

J
1 1 0 0
0
i—1 0
l 1
Std) = i+1 0
0
n 0 0

3. A troca das linhas i e j é equivalente a multiplicagao a esquerda da matriz A
pela matriz T (i, j), que é a matriz I com as linhas i e j trocadas:

i J
1 (1 0 0
0
1 0
i 0 1
1 0
T(i.j) =
0 1
J 1 0
0 1
0
n \0 0 1

A multiplicagao a direita da matriz A pelas matrizes M (i, 1), S(i, j) e T(i, j), da, respe-
tivamente, a multiplicacao da coluna i pelo ndmero 4, a adicao da coluna i a coluna
j e atrocadas colunasi e j.

Estas observagoes sao muito importantes em termos teoricos e praticos.
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5.6. Mudanca de coordenadas

Sejam & = {e1,¢e3,...,ent € F = {f1, fo... ., fn} duas bases do espaco linear X. Para
os vetores fi, k = 1, n, temos a representacio

fo= phe;, k=Tn (5.6)
j=1

A matriz P de componentes p;?, J. k= 1, n, isto é, a matriz cujas colunas contém as
coordenadas dos vetores f; na base &, chamamos matriz de transi¢do da base & para a
base ¥. Esta matriz é invertivel, pois caso contrario existiria uma dependéncia linear
entre as suas colunas e portanto entre os vetores f;, k = 1,n. A aplicacdo linear P
definida por

fi = Per, k=1n,

damos o nome de aplicagdo de transi¢do da base & para a base F. A sua matriz
coincide com a matriz P.

Seja P uma matriz invertivel. Construamos vetores fi, k = 1, n, utilizando as formu-
las (5.6). Obviamente estes vetores sao linearmente independentes e logo formam
uma base em X. Portanto, cada matriz invertivel define segundo as férmulas (5.6)
uma transi¢ao de uma base para outra.

Vamos agora ver como se transformam as coordenadas de um vetor quando passamos
da base & para a base ¥. Para todo o vetor x € X temos

=Y e =Y n, 57)
k=1 j=1

Suponhamos que as coordenadas (51,.;?2, ...,&") do vetor x na base & sdo dadas.
Pretendemos encontrar as coordenadas (1%, 7%, ...,n") do vetor x na base ¥. Desig-
nemos por ql] i,j= 1,n, as componentes da matriz P~1. Entdo temos

ek:qufj, k=1n.
j=1

Substituindo estas expressoes na formula (5.7) temos

x= anfkek = anfkiq}‘ff = zn: (iq}‘f")fj = zn]njﬁ
=1 =1 =1 1 \k=1 i=1

j=

Logo, obtemos

n
W= a5 j=Tn
k=1
Podemos reescrever esta formula na forma matricial
-1
n=P &

Portanto, o vetor-coluna  composto pelas coordenadas (771,772, ...,n") é o produto
da matriz P~! e do vetor-coluna & composto pelas coordenadas (£1,£2,...,&").
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Vamos agora ver como se transformam os elementos da matriz de uma aplicagao
linear quando passamos de uma base para uma outra base. Seja A € £(X,X) uma
aplicacao linear de um espago de dimensao n em si mesmo. Consideremos duas
bases & = {e1,e2,...,en} € F ={f1, fo,..., fu} em X. Designemos por P a matriz de
transicao da base & para a base ¥. A matriz da aplicacao A na base & é designada
por

(ag); -+ (as)}
Ag = Aige) =
(ag)y -+ (ag)n

€ a matriz na base ¥ por

(ar); - (ap)]
Ar = A =
(ag)y - (ar)

Encontremos a relagao entre Ag, A e P. As componentes das matrizes Ag e A¢
determinam-se pelas igualdades

n

Aej = Y (ag)iej, i=Tn, (5.8)
j=1
e
Afw= ) (ap)ffec m=Tn, (5.9)
k=1

respetivamente. Substituindo f; em (5.9) por (5.6), obtemos

Afw= D (ar)y ) Pie;. (5.10)
k=1 j=1

Por outro lado, pela formula (5.6), onde mudamos o indice do somatoério de j para i,
temos

n n
Afm = AZP?’ei = Zp?‘Aei-
i=1 i=1

Combinando esta igualdade com (5.8) obtemos

=3 Y (e, 5.11)
i=1

Comparando (5.10) e (5.11) vemos que

Z aTkpj Zpl ag) j,
k=1

quaisquer que sejam m, j =1, n, ou na forma matricial

PAF = AgP. (5.12)
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Logo, temos
Ag = Pl AgP.
Consideremos um exemplo de mudanca de base.

Exemplo 5.13. Seja A € L£(R3R3) tal que a sua matriz na base e; = (-2,1,2),
er=(1,21),e5=(1,-1,1)¢é

1 -3 2
Ag=|1 0 4
2 -1 2

Vamos calcular a matriz A¢ de A na base fi = (1,4,5), fo = (4,0,0), f3 = (=6,0,6).
Sejam E e F as matrizes cujas colunas sao os vetores das bases & e F, ou seja,

-2 1 1 1 4 -6
E=11 2 -1|, F=]4 0
2 1 1 5 0 6

Encontrando a matriz de transicao da base & para a base

1 -1 3
P=E'F=|2 1 -1},
1 1 1
obtemos
10 10 26
1
A¢:P_1A8P=§ 13 -7 25(.
-7 =11 21

5.7. Forma geral de uma fungao linear

Sejam X um espaco linear de dimensdao n e L € L(X,R). A esta aplicacao linear
chamamos fungdo linear. Consideremos uma base {ey, ..., e,} em X. Designemos os
valores L(ex) por I¥, k = 1,n. Entdo, para cada x = Y}_, &¥¢x € X temos

L(x)=L (Zn: gkek) = Zn: EL(ey) = Zn: ERIE
k=1 k=1 k=1

Portanto, num espaco Euclidiano existe uma correspondéncia biunivoca entre os ve-
tores do espago, x*, e as funcdes lineares, L(x), dada pelo produto escalar

L(x) = (x", x).
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b.8. Aplicagoes adjuntas e autoadjuntas (simétricas)

Sejam X e Y espacos Euclidianos reais de dimensoes n e m, respetivamente, e A €
L(X,Y) uma aplicagao linear. Consideremos nos espagos X e Y bases ortonormais.
Seja y* € Y. Obviamente a aplicacdo x — (y*, Ax) é uma funcao linear. Logo, (veja a
seccao anterior) existe x* € X tal que

(x", x) = (", Ax). (5.13)

Assim, a cada y* € Y corresponde um vetor x* € X, pelo que temos uma aplicagao
A* que faz corresponder a um vetor y* um vetor x*. Obviamente esta aplicagao A* :
Y — X é linear. Esta observacao leva-nos a seguinte definicao.

Definicao 5.10. Aplicacao adjunta

A aplicacdo linear A* € £L(Y,X) que faz corresponder a cada y* € Y um vetor
x* = A*y* € X, tal que para cada x € X se verifica (5.13), chamamos aplicacdo
adjunta da aplicagao A.

Vamos agora definir a matriz transposta, que tem um papel muito importante na
teoria das aplicacoes lineares como veremos a seguir e que esta relacionada com a
aplicagao adjunta.

Definicao 5.11. Matriz transposta

A transposta da matriz X = (x{) de M,,.xn, que denotamos por XT, € a matriz
Y = (y]) de My com y! = x]’ ou seja a matriz que obtemos a partir de X
trocando as linhas com as colunas.

A operacao de transposicao de matrizes tem a seguinte propriedade relevante.

Teorema 5.11

T ,T

Sejam A € M,xn € B € M,y duas matrizes. Entdo temos (AB)' = B'A'.

Demonstracao. Seja C = AB. Entao

n

k _ J1k
C; —Zal.bj.

Jj=1

k
;oo ‘ : .
C', respetivamente. Como (a' )} = a, (bT)jf = b e (c")k =i, temos

i

Designemos por (a' )/, (b')¥ e (c")¥ os elementos das matrizes transpostas A', B e

()i =ci = Z{aib} = Z{(bT)f(“T)f-
j= j=

A Ultima soma é o elemento da matriz B'A" que esta na linha i e na coluna k.
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Vamos encontrar a matriz que corresponde a aplicagao adjunta.

Teorema 5.12

Seja A € L(X,Y). A matriz que corresponde a aplicacdo A* é a matriz trans-
posta da matriz da aplicagao A.

Demonstracao. Sejam a{ os elementos da matriz correspondente a aplicagao A €
L(X,Y). Entdo, a igualdade y = Ax é equivalente ao sistema

=St

E

A funcao linear associada ao vetor x* tem a forma

n

(x*, x) = Z(x*)jxj.

j=1
Aigualdade (x*, x) = (y*, Ax) toma a forma

zm] i Yy =) 0l = ia{(y*)i~
=1 i=1 i=1 =1 =1 =1

Logo, obtemos

isto é, a matriz que corresponde a aplicagao A* é a matriz transposta da matriz da

aplicacao A. -

O seguinte teorema, cuja demonstracao vem diretamente da definicao de aplicagao
adjunta, da-nos as propriedades principais da aplicacao adjunta.

Teorema 5.13

Sejam X um espaco Euclidiano, A, B € £(X,X) e @ um nimero. Entao:

1. (A+ B)* = A* + BY;

2. (aA)* = aA”;

3. (AB)* = B*A".

A igualdade (5.13) pode ser reescrita como
(A", x) = (y", Ax). (5.14)

Em coordenadas, utilizando matrizes correspondentes as aplicagoes lineares A e A%,
esta igualdade toma a forma

(A'y) x =y Ax

93



94

5. APLICACOES LINEARES

ou
(A'y, x) = (y, Ax).

Vamos agora definir uma classe de aplicacoes que, como iremos ver, tém propriedades
muito interessantes.

Definicao 5.12. Aplicacao autoadjunta ou simétrica

Seja X um espaco Euclidiano. Dizemos que uma aplicagao linear A € £(X, X)
€ autoadjunta ou simétrica se A* = A.

As aplicacdes autoadjuntas, seqgundo o Teorema 5.12, correspondem matrizes simétri-
. . . .« o~ T
cas, ou seja, as matrizes que verificam a condicao A = A.

Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 5.14. Voltemos ao Exemplo 5.4 onde a base no espago £" é formada pelos
monoémios x*, k = 0, n. Definamos o produto escalar de dois polinémios

p(x) =apx" +aix" ' + -+ +a,

q(x) = box" + byx" 1 + .- + b,

como
n
Z aibi.
i=0
d

A matriz D da aplicagao linear g é

0 0 -0 0
n 0 -0 0
D=0 n-1 ;
0
0 0

A aplicacio adjunta corresponde a matriz transposta

0 n 0 o 0
0 0 n-1
D' = 0
0 0
Logo, temos

(di) p(x) = nayx" 4 (n = Dagx" ™ + - + a,x.
x
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Esta aplicacao nao é autoadjunta. -

Exemplo 5.15. Em R? a aplicacdo de simetria na bissetriz do primeiro e terceiro
quadrantes tem matriz simétrica

Esta aplicacao é autoadjuna.

5.9. Aplicacoes e matrizes ortogonais

Seja X um espaco Euclidiano. Nesta seccao vamos introduzir uma classe importante
de aplicagoes lineares de £(X, X) conhecidas como aplicagdes ortogonais.

Definicao 5.13. Aplicacao ortogonal

Dizemos que P € L(X,X) é uma aplicacdo ortogonal se P*P = 1.

A matriz da aplicacao P*, a aplicacao adjunta de P, é a matriz transposta da ma-
triz correspondente a aplicacao P. Vemos que a matriz que corresponde a aplicacao
inversa P~! coincide com a matriz transposta correspondente & aplicacdo P. Obvia-
mente, as colunas da matriz P formam um conjunto de vetores ortonormais.

Exemplo 5.16. Consideremos em R? a aplicacdo de simetria na bissetriz do primeiro
e terceiro quadrantes, cuja matriz é

S = .
1 0

Como S'S = I, esta aplicacao é ortogonal.

Exemplo 5.17. A aplicacdo de rotacdo em torno da origem com amplitude 5 no
sentido anti-horario corresponde a matriz

0 -1
1 0]

Esta matriz também verifica a condicao R'R = I, pelo que também é uma aplicagao

ortogonal. O

As matrizes correspondentes as aplicacoes autoadjuntas sao muito importantes e
merecem um nome especial.
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Definicao 5.14. Matriz ortogonal

Dizemos que P é uma matriz ortogonal se P'P=1

A propriedade fundamental das aplicagoes ortogonais esta no seguinte teorema.

Teorema 5.14

As aplicacdes ortogonais preservam o produto escalar no sentido que

(x,y) = (Px, Py).

Demonstracao. De facto, atendendo a definicao de aplicagao adjunta (Definicao 5.10)
e a igualdade (5.14), temos

(Px,Py) = (x, P"Py) = (x, ).

5.10. Espaco de aplicacoes lineares como um espaco
normado

Sejam X e Y espac¢os normados de dimensao finita com normas | - [x e | - |y, respe-
tivamente. Existe uma maneira natural de introduzir no espaco linear £(X,Y) uma
norma, transformando-o num espaco normado. Esta norma depende das normas |- |x
e | - |y. Consideremos uma aplicacdo linear A € £(X,Y). Como A é uma aplicagao
linear, ela é continua e o valor

Alz=  max |Axly
{xeXt|x|x=1}

esta corretamente definido e é finito. De facto, pelo Teorema de Weierstrass, uma
fungao continua definida num conjunto limitado e fechado atinge o seu maximo.

Teorema 5.15

A fungao |A| s, que faz corresponder a uma aplicagdo linear A € L(X,Y) um
numero real, € uma norma no espaco £L(X,Y).

Demonstracdo. E ébvio que |Al, > 0 e |Al; = 0 se e s6 se Ax = 0 para todos 0s
vetores x € X, isto é, A = 0.

Seja a € R. Entao temos

aA = max aAx = |l max Ax — lallAl ,.
oAl = max_ ledxly =lol _max_ [Axl; = lallAl;
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Finalmente, temos

|A1 4+ A2l = max  |Aix+ Aoxly < max  (JAixly + |A2x]y)
{xeX:|x|x=1} {xeX:|x|x=1}

< max JAixly+  max  |Aoxly = |A1lz + |As] .
S pamax_ ) Mixke . max | [A2xke = [Adle + 14zl
|

Obter uma formula simples para a norma de uma aplicacao linear nem sempre €
possivel. Apresentemos um caso em que o é. Suponhamos que o espago R" é
equipado com a norma |x|; e o espago R™ com a norma |y|.. Consideremos uma
aplicacdo A € L(R",R™), cuja matriz tem componentes a{. Demonstremos que
|Alz = max;; |a!|. Com efeito,

n

n
|Ax]eo = max Za{xj < aZ |/ = alx|1,
=

i=1,m =1

onde a = max; |a/|. Seja a = |a}|. Entdo, escolhendo x com componentes x/ = 0,
Jj #q,x? =sgn(a}), temos |Ax| = a.
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6. DETERMINANTES

6.1. Introducao

Nesta seccdo introduzimos e estudamos o conceito de determinante. E possivel es-
crever os resultados de muitos problemas de geometria dos espacos de dimensao
finita em termos de determinantes. Como vamos dar énfase a interpretacao geomé-
trica deste conceito, definimos em primeiro lugar os determinantes em V2 e V3, onde
tém um claro significado geométrico. Generalizamos depois estas ideias para o caso
dos espacos lineares de dimensao finita.

6.2. Determinante em V?

Consideremos o espaco V2 com uma base candnica fixa. Sejam X = (x1,x?) e § =
(y1, ¥?) dois vetores de V2. O espago V? é natural considerar como um subespaco do
espaco V3. Entdo, aos vetores ¥ = (x!,x?) e y = (y!, y?) correspondem os vetores
¥ = (x1,x2,0) ey = (y',y%0) em V3. O produto vetorial destes vetores é um vetor
do espaco V3 que é ortogonal ao plano formado por ¥’ e y’ e que tem coordenadas

[)_5/, )—;/] — (0’ 0’x1y2 _ x2y1)
(veja o Teorema 2.2). O vetor [X’, ¥'] é conhecido como vetor da drea do paralelogramo
formado pelos vetores ¥’ = (x!, x2,0) e " = (y', y2,0), visto que a norma deste vetor

€ a area do paralelogramo. O sentido deste vetor depende da orientagao dos vetores
X’ e y’ (regra “pés e cabeca”).

Para que é necessario transformar a area, que € um numero, num vetor? Acontece que
a consideracao da area como um vetor tem muitas vantagens. Este conceito € muito
utilizado em Fisica e na parte do Calculo Integral que tem a ver com os integrais de
superficie. Por exemplo, suponhamos que no espaco V3 existe um fluxo homogéneo
de um liquido. A velocidade deste fluxo é V. Que quantidade de liquido atravessa
o paralelogramo formado pelos vetores ¥’ = (x!,x2,0) e 3/ = (y%,y20) durante
uma unidade de tempo? A nogao da area vetorial permite responder a esta pergunta
imediatamente. A quantidade é o produto da area do paralelogramo e da projecao do
vetor da velocidade sobre o vetor da normal ao plano que contém o paralelogramo,
ou seja, (v, [¥’,3']). E muito importante que o vetor da area tenha sentido. Logo, a
quantidade de liquido que atravessa o paralelogramo pode ser positiva ou negativa.

Em muitas situagdes o conceito da area vetorial pode ser reduzido ao conceito de
drea orientada, isto €, a area (um numero) que tem sinal positivo ou negativo. Este
sinal depende do sentido do vetor da area. A ideia de considerar areas orientadas
leva a definicao do determinante de dois vetores.

Definicdo 6.1. Determinante em V?

O determinante dos vetores X e ¥ de V2, que representamos por det(%,¥), é
definido por

det(%,5) = xy? — x%yL.
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Tradicionalmente o determinante de vetores é definido como o determinante da ma-
triz cujas linhas sao as coordenadas dos vetores x e y. Neste caso € utilizada a notacao

xl X2

det L = xly2 - x2yt.
y y

Para manter esta tradicao, vamos também por vezes usar esta notacao e a expressao
“determinante de uma matriz”

6.3. Determinante em V?

Na construgao da teoria de determinantes vamos seguir a ideia geométrica apresen-
tada na seccdo anterior. Sejam ¥ = (x',x%x%), 5 = (yLy%y%) e Z = (21,72 72%)
vetores do espaco V3, onde esta fixa uma base canénica. Entdo, por analogia com
a seccdo anterior, podemos definir o determinante destes vetores det(X, ¥,Z) como
um volume orientado de um paralelepipedo formado pelos trés vetores X, y e Z. Para
implementar esta ideia precisamos em primeiro lugar de definir e calcular o volume
orientado do paralelepipedo formado por trés vetores. Para o calcular é util o assim

dito produto misto.

Definicao 6.2. Produto misto

O produto misto dos vetores %, y e 7 de V3, que representamos por (%, 3, 7), é
definido por

(£,5.2) = (%[5 2]

O produto misto e o volume do paralelepipedo formado por trés vetores estao ligados
entre si através do seguinte teorema.

Sejam X, ¥ e Z vetores de V3 que formam um paralelepipedo de volume V (veja
a Fig. 6.1). Entao,

V=|(X7%2)

Demonstracao. O volume de um paralelepipedo pode ser calculado através da for-
mula V = Ah, onde A é a area da base e / a altura do paralelepipedo. Entao, para o
paralelepipedo da Fig. 6.1, temos

V=Ah=|[3h h=I|Tllcosgl,

onde ¢ é o angulo que formam os vetores X e [y, Z|, sendo este ultimo ortogonal ao
plano gerado por y e Z. Dai resulta que

V =[5 2]lI¥ll cos o] = [{X, [}, ZD] = I(%, 7, 2)]

pelas defini¢des do produto escalar e do produto misto.
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Figura 6.1
Paralelepipedo formado
porX,ye?z.

6. DETERMINANTES

[7.2]

A férmula do produto misto em termos de coordenadas dos trés vetores do espaco V3
considerando uma base canonica de V3 é dada no seguinte teorema.

Sejam ¥ = (xL 2% x3), 5 = (y1,y%y?) e 7 = (2%, 7% 2%) vetores de V3 com
coordenadas numa base canédnica {é1, €2, €3}. Entao:

(£3,2) = xly228 — x1y322 + x2y32t — x2y1z8 4+ x8y1z2 - a3y2sl,

Demonstracao. Utilizando as propriedades do produto vetorial e do produto escalar,
obtemos

(%9.2) =X [y.2])
= <x1§1 + x252 + x353, [ylél + y2é’2 + y353, 2151 + 2222 + Z3gg]>
= (x'é1+ x%e+ x%e3, (23 - y3H) e + (03 - yie)é + (vt - yPh)es)
1.2 132, 231 _ 213, 312 321

:xyz3—xyz + X%y —xTy 2T+ Xy 2 X"yt
[

Como podemos ver do teorema seguinte, o produto misto € um volume orientado,
pois o sinal depende da ordem dos vetores no produto.

Teorema 6.3

- o o

Para todos os vetores X, y, 7 de V3 temos

(£3.9)= (.29 = G257 =-G5.9) =-(G.2) =-EZ7).

Demonstracdo. Sejam ¥ = (x',x2,x3), ¥ = (yL,y% %) e Z = (2%, 22 z%) vetores de

V3 com coordenadas numa base candnica {1, &2, é3}. Provamos apenas a primeira
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- o o

igualdade (X, y,Z) = (),Z X), deixando a demonstragao das outras igualdades como
exercicio. Utilizando o Teorema 6.2, temos

1,32 2.3.1 2.1.3 3,12

(%.5.2) = x1y?2% — x'y322 + x2y32h - 2%yl + xPyle? - x%y%h

Por outro lado, o produto

3.1.2 1

28,0 Z 27003 437002 )32

(3.2 %) = y122x3 — y123x% 4 22

da o mesmo resultado. -

Notemos que, se ¥, e 7 sdo vetores linearmente dependentes de V3, entdo (X,9,2) =
0, pois o volume do paralelepipedo formado por estes vetores € zero.

Vamos agora definir o determinante de trés vetores X = (x',x%,x3), § = (y!,y% y3)
e?=(z!,7%7%) de V3.

Definicdo 6.3. Determinante em V3

O determinante dos vetores X, y e 7 de V3, que representamos por det(%, ¥, 7),
é definido por

det(%,,7) = (% 5.2) 6.1)

1.2 ~ X2yl 4 x3y12  x3y2. 0

— x1)253 — x1y322 4 223371

Desta definicao vemos que o volume do paralelepipedo gerado por trés vetores é o
modulo do determinante destes vetores.

Tal como no caso de dois vetores vamos também definir o determinante da matriz
cujas linhas sao as coordenadas dos vetores X, y e Z em certa base. Denotamos este
determinante por

> o o

que representa det(X, y,7). O determinante em V3 também pode ser calculado com
a ajuda do seguinte método, conhecido por “Regra de Sarrus”:

+ + +

xl X2 x3 xl x2
y! y? y3 y! y?
Zl ZQ Z3 Zl 22
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Para calcular o determinante recorrendo a esta regra, repetimos do lado direito da
matriz as primeiras duas colunas, como no esquema acima. De seguida calculamos
os produtos dos elementos das diagonais indicadas, em que os produtos dos termos
das diagonais com inicio em x! 3 recebem o sinal + e os produtos dos termos
das diagonais terminando em z',z% e z3 recebem o sinal —, obtemos, como é facil
ver, o valor do determinante (6.1).

,x2ex

6.4. Determinante em R”

Nesta seccao vamos apresentar o determinante em R” como um objeto geométrico
a partir da generalizagao dos dois casos anteriores. Para isso definimos primeiro a
aplicagao projegao.

Seja {e1, ..., e,} uma base ortonormal em R".

Definicao 6.4. Aplicacao projecao

Seja

X = x1€1 + -+ Xp-1€k-1 + Xkek + Xg+1€k+1 + - + Xpep
= (X1, + s Xke1s Xkoo Xkt 1s - - > Xn)
um vetor de R”, n > 2. A aplicacdo projecdo my, k = 1, n, é definida por
i RY — R

ﬂ-k(-x) = ﬂk(.xl, .. '9-xk—19 xk9 -xk-‘rl’ .. '7-xn) = (-xb .. '9-xk—19 xk-i—ly AR xn)-

A aplicacao n; elimina a coordenada k do vetor x € R” projetando-o na diregao de
ex no espaco R~ de base {e1,...,ex_1, €xs1,...,en} (veja 0 exemplo na Fig. 6.2).

Definicao 6.5. Determinante em R”

O determinante dos vetores xi,...,x, € R", n > 2, que representamos por
det(xy, ..., x,), € definido por

det(xy, ..., x,) = (X1, [x2, . o, Xn)s (6.2)

onde

n

X2, . ] = D (=1)¥ det(m(x2), . . 7 (o) ek
k=1

Se x € R definimos

det(x) = x. (6.3)
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1 g mi(v) v=(21)

€2

€1 1 2

Nesta definicao, [x2, ..., x,| € uma generalizagao do produto vetorial de n— 1 vetores
de R", ou seja, volume vetorial do paralelepipedo (n — 1)-dimensional gerado pelos
vetores xs, . . ., X, (veja a este respeito a Seccao 6.8). Se n = 3, esta definicao coincide
com o produto [xa, x3].

Definicao 6.6. Determinante de uma matriz

Sejam
x1 = (x},x%,.. X)),
X9 = (x%,x%, e Xh),
X, = (xh 2,10,

vetores de R™. Entao, o determinante da matriz

1 2 . n
Xl xl Xl
x% x% o x;
X = . . . >
xrll xr2l .. x;ll

que representamos por det(X), é definido por det(X) = det(xy, ..., xn).

Para desenvolver o calculo de determinantes precisamos do conceito de permutacao.

Definicao 6.7. Permutacao

Uma permutagdo p dos numeros naturais (1,. .., n) é uma sua reordenagao, que
€ designada por

1 2 - n
p=(iniz....in)=| .
ll l2 ... ln

O conjunto de todas as permutagoes de n elementos denotamos por 11,,.
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Projecoes mi(v) =1e
m2(v) = 2 do vetor
v=(21)eR2
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Exemplo 6.1. O conjunto de todas as permutagdes dos numeros (1,2,3) é

I3 = {(1,2,3),(2,1,3),(3,2,1),(1,3,2),(2,3,1),(3,1,2)}.
O

Dadas duas permutacoes (i1,io, - . .,in) € (j1, j2, - - -, jn), podemos definir a permuta-
co onde i é substituido por ji, k = 1,n. E pratico escrever esta permutagao na
forma

Definicao 6.8. Inversao

Seja p € II,,. Uma inversdo em p = (i1, iz, .. .,in) € um par de nimeros k e m
entrelencomk <meir > ipy.

Exemplo 6.2. Consideremos o conjunto II; de todas as permutagoes dos numeros
(1,2,3,4).

1. A permutagao
1 2 3 4
p=(1,234)=
1 2 3 4
tem zero inversoes.
2. O numero de inversoes da permutagao
1 2 3 4
p=(3142) =
3 1 4 2

é trés, porque iy > ig, i1 > ig € i3 > iy4.

Definicao 6.9. Sinal de uma permutagao

Seja N o numero de inversdes da permutacao p. Definimos por

sgn(p) = (-D)N

o sinal da permutagdo p, ou seja, sgn(p) = 1 se o numero de inversoes for par
e sgn(p) = —1 se o numero de inversoes for impar.

Exemplo 6.3. Consideremos o conjunto IIs.

1. A permutacao

1 2 3
=(21,3) = € Il3
2 1 3

tem sinal sgn(p) = —1, porque o nimero de inversoes é um: iy > ia.
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2. A permutagao

1 2 3
p=(312) = e 13,
3 1 2

tem sinal sgn(p) = 1, porque neste caso o numero de inversoes é dois: i1 > io

ei] > is.
m]
Sejam j e k numeros naturais tais que 1 < j < k. Entao,
. . .. . i—1 .. . . .
SON(its - - oo ij=t, b i1y - - -0 i) = (1) 77 sgn(ij, i, - o o bjmts i 1s - - -5 0k ).
Demonstracdo. Permutando i; com i;_1 na permutacao (i1,...,i—1,ijij+1,-- -, k),
obtemos
sgn(il, .. .,ij_l,ij, ij+1, .. .,ik) = (—].) sgn(il, .. .,ij_g, ij, ij—19ij+1, .. .,ik).

Para colocar i; na primeira posigao, partindo da sua posicao inicial, sdo necessarias
Jj — 1 permutagoes. Logo, temos

SN(i1, s ijotsifydjgts - ovik) = (1Y 71 8GN (i1 o s hjots i1y - - oo i)
| ]

Estamos agora em condicoes de apresentar o teorema que nos permite calcular deter-
minantes utilizando o conceito de permutagao. Este teorema ajuda, como veremos,
a estabelecer varias propriedades importantes de determinantes.

Teorema 6.4

Sejam x1 = (x{,...,x"),...,x, = (x},...,x}") € R". Entao,

det(x1,...,x,) = Z Sgn(p)xi1 x? coexin, (6.4)

Demonstracao. Para n = 1, a demonstragao € trivial. Considerando x € R, temos
pela férmula (6.4) que

det(x) = Z sgn(p)x = x,
p:(l)Enl
que coincide com (6.3).

Para o leitor perceber melhor a demonstracao que vamos fazer por indugao, con-

sideremos ainda 0 caso n = 2. Sejam x; = (x{,x?) e x3 = (x3,x3) € R% Pela

formula (6.4), sendo 11y = {(1,2), (2,1)}, temos

det(xy, x0) = Z sgn(p)xj'xi? = sgn(L,2)x{x3 + sgn(2, 1)xix;
p=(iniz)€llz (6.5)
12_ 2.1
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Da Definicao 6.5, obtemos
det(x1, x2) = {x1, [x2]),
em que
[x2] = det(1(x2))e1 — det(ma(x2))e2 = x3e1 — xjes.

Logo, temos

1 2 2 1 1.2 2.1
det(x1, x2) = (xje1 + xjea, xje1 — xye2) = x7Xx5 — X{X5,

que coincide com (6.5) (e também com a Definicao 6.1).

Supondo agora que as formulas (6.2) e (6.4) sao equivalentes paran = k, k > 2,
provamos a seguir que elas também sao equivalentes para n = k + 1. Pela hipotese
de indugao, no caso de k vetores, € valida a igualdade

k
< Z 1)/~ 1det i (x2), ...,nj(xk))ej> = Z Sgn(P)xilx;...xik,

p:(il ..... 7 ) elly

onde x; € R¥,i = 1, k. Pela Definicdo 6.5, temos

k41
det(xi, ..., xk41) = <x1, Z(—l)f_1 det(mj(x2), ..., 7 (xk41))e;

=1

= xi det(m1 (x2), ..., w1 (xx41))
— x? det(m2(x2), . . ., ma(xx41))
4.
+ (=1)*a det(m(x2), ., e (1))
+ (1R det(me 1 (o), - - mag (xg1)-

Como os k vetores 7;(x2),...,7;(xk+1), para cada j = 1,k + 1, tém k componentes,
pela hipdtese de indugao vemos que

det(xl,...,ka) :x% Z Sgn(p) (ﬂl(x2))il ”’(ﬂl(xk+1))ik+1

p:(il ..... ik+1)EH,1€+1

- x; Z sgn(p) (m2(x2));, -~ (m2(xk41));, .,

p:(il,...,ik+1)eni+l

4. (6.6)

+ (—1)k_1xlf Z sgn(p) (ﬂk(x2>)i1 T (ﬂk(xk+1))ik+1
p=(i1, - in1) €I}

+ (—1)kx]1‘+1 Z sgn(p) (ﬂk+1(x2)),'1 e (ﬂk+1(xk+1))ik+1 ’

p=(i1,. lk+1)€Hk+1
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onde H{l é o conjunto de todas as permutagdes dos nimeros (1,...,j—1,j+1,...,n).
Como a projegdo ;(x) ndo contém a coordenada x/ e a permutagao p € ch+1 nao
contém o numero j, de (6.6) obtemos

1 i k41
det(x1, ..., xk+1) = x; Z sgn(p)xy -+ x
p:(il,...,ikJrl)EHile
2 i1 Ik+1
- Xy Z sgn(p)xy -+ xy
p—(i1 ..... ik+1)€Hk+1
4. (6.7)
k-1 _k i1 ik+1
+ (1) x] Z sgn(p)xy - x5
p=(i1,...,ik+1)EHlli+1
k k+1 i1 Tk+1
+ (=1)"x] Z sgn(p)xy - X
p=(i1,ik 1) €l ]

Sejap=(i1,...,ix+1) € H£+1- Do Lema 6.1 vemos que sgn(p’), o sinal da permuta-
Gao p/ = (i1,...,ij-1,jsij+1, ... ix4+1) € Ilx41, obtida da permutagao p colocando o
numero j na posicao j, é igual a (—1)7~! sgn(p). Logo, (6.7) implica

det(x1, ..., x41) = X1 Z sgn(p!)xl - x,’("jll

pl=(Li1,..uik41) €l 41

2 2\ i1 g1
+ x] Z sgn(p”)xy - x
P2=(i1,2,..ir4+1) €l 41

k ky i1 ik41
+ x7 Z sgn(p®)xy - X
pR=(i1,...k i y1)€llp 1
k+1 K41y i1 i+l
+ x; Z sgn(p" T )xy xS
pk+1:(i1,...,ik+1,k+1)€Hk+1
Isto implica
_ i1 _i2 i1
det(x, ..., xk41) = Z sgn(p)xy'xg - x5

p=(i1,-.ir+1) g 41

Vamos ver algumas aplicagoes deste teorema.
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Corolario 6.1

Consideremos os vetores xi, ..., Xk, ..., X, Yk, 2k € R™. Se xx = ayrx + Bz,

onde a e 8 sao numeros, entao

det(xi, ..., Xk ..y Xn) = @det(xr, ..., Vi ooy Xn) +Bdet(xn, ..oy Zhy e v oy Xn)-
Demonstracao. Pelo Teorema 6.4, temos
det(X1, ..y Xps oo s Xp) = Z Sgn(p)xi1 ---x,i"' R
p=(i1,...,in)€Hn
= Z sgn(p)x)' -+ (ay + Bzk) -+ xr
p:(il,...,in)GHn
—a Z sgn(p)ait -yl xin
p:(il,...,in)el'l,,
FEY san(pet g
p=(i1,...,in)€Hn
=adet(x, ..., Yk Xn) + Bdet(X1, ..oy Zhs e ey Xn)-
[
Corolario 6.2
Consideremos os vetores xi, . .., Xj, Xk, . . ., X, € R". Entao,
det(x, ..., x5 Xk, ..., X)) = —det(xi, ..., Xg, Xjy . .., Xn).
Demonstracao. Aplicando o Teorema 6.4, temos
det(xt, ..., X, Xko o .oy Xn) = Z sgn(p)xi1 . -x;jxli" e xin

P=(i1 ----- ij,ik ----- in)enn

o i1 ir Lj i
= — Z Sgn(p)xl ...xk xj ...xnn

p=(i1 ..... Usljyenn in)EHn

= —det(x1,..., Xk Xj, ..., Xp).

A segunda igualdade é consequéncia do primeiro passo na demonstra¢ao do Lema 6.1.

[
Corolario 6.3
Consideremos os vetores x1, ..., X,, € R, com n > 2, e dois vetores x;, x;, com
i # j. Se x; = xj, entdo det(xy,...,x,) = 0.
Demonstracao. Este resultado é consequéncia imediata do Corolario 6.2. -

Dos Corolarios 6.1 e 6.3 temos o seguinte resultado.
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Corolario 6.4

Consideremos os vetores xi, ..., x,, € R", com n > 2, dois vetores x;, x;, com
i # j, e @ um numero. Entao,

det(x1, ..., Xi—1, X + @Xj, Xiq1, ..., Xn) = det(x1, ..., xp,).

Deste corolario vemos que o determinante de n vetores tem o mesmo valor quando
a um dos vetores adicionamos um outro multiplicado por um ndmero. Daqui temos
a seguinte propriedade.

Corolario 6.5

Se os vetores xi, ..., x, € R" sao linearmente dependentes, entao

det(xi,...,x,) = 0.

Demonstracao. Como os vetores xi, ..., X, Sao linearmente dependentes, um deles,
por exemplo, x1, € uma combinacao linear dos restantes vetores:

n
X1 = Z a;Xi.
i=2

Portanto, pelo Corolario 6.4 temos

n
det(xy, x2, ..., x,) = det | x1 —Z QiXiy X2, . ., Xy | = det(0,x2, ..., x,)= 0.
i=2

Recordemos que o determinante de uma matriz quadrada foi definido como o deter-
minante dos vetores cujas coordenadas sao as linhas da matriz (veja a Definicao 6.6).
A operacao de transposicao de uma matriz quadrada nao altera o valor do determi-
nante.

Seja X uma matriz quadrada. Entao,

det(X) = det(X'),

ou seja, o determinante da matriz X também €é o determinante dos vetores
cujas coordenadas formam as colunas da matriz X.

Demonstracao. Pelo Teorema 6.4 temos que

det(X) = det(xy,. .., x,) = > san(p)aft - xiy,

p=(i1,...,in)€nn

onde xi, ..., x, representam as linhas da matriz X. Cada termo de det(X) é da forma

QN (i1, - . +yin) X} - Xl

m
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e todos os termos deste produto pertencem a linhas e colunas diferentes. Portanto,
0s mesmos termos fazem parte de det(XT). Como o sinal das permutacoes

1 ... n i]_ .. in

i ip 1 -+ n

é 0 mesmo, temos det(X) = det(X").
n

Agora vamos demonstrar uma das propriedades mais importantes dos determinantes.

Teorema 6.6

Sejam A e B matrizes quadradas da mesma ordem. Entao,

det(AB) = det(A) det(B).

Demonstracdo. Sejam a; = (al,...,a") e b; = (bl,...,b"), i = 1,n, as linhas das

i’

matrizes A e B de M,.«», respetivamente. Pelo Corolario 6.1 temos

det(AB) = det (Z albj, > ahbj,..., ) a{;b,-)
J J

J

_ Z allq det (bkp Z aébj, cee Z a‘,ilbj)

k1 J J
= Z allcla;‘? det (bklabk29' . .,Za{lb]’)
k1#ko J
= Z a11“~~~aﬁ” det(bkl,...,bkn)
(k1yeeukn)
= > sgn(p)ai!---alr det(B) = det(A) det(B).
p=(k1,....kn)

Na terceira igualdade, o somatorio é aplicado independentemente aos indices k; e
k2, que devem ser diferentes (ver Corolario 6.3). Na quarta igualdade, o somato-
rio é aplicado independentemente, mas por ordem, aos indices distintos ki, ..., k.

Finalmente a ultima igualdade é uma consequéncia do Teorema 6.4. -

Do Corolario 6.4 vemos que o Método de Gauss pode ser aplicado também para o
calculo do determinante de uma matriz uma vez que a operagao /; « I; + al; nao
altera o valor do determinante. Portanto, o determinante da matriz original é igual
ao determinante da matriz em escada obtida aplicando o Método de Gauss. Este
ultimo é igual ao produto dos elementos que estao na diagonal principal da matriz.
De facto, como o determinante é a soma de produtos de elementos de uma matriz
que todos pertencem a linhas e colunas diferentes, obviamente o Unico produto nao
nulo é o produto dos elementos diagonais da matriz. O sinal da respetiva permutagao
€ positivo. Para ilustrar este processo, consideremos o seguinte exemplo.
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Exemplo 6.4. Seja a matriz
1 2 3
A=[5 1 4.
3 2 5

Depois das operagoes Iy « Iy — 51 e I3 « I3 — 311, obtemos

1 2 3
detA =det|0 -9 -11{.
0 -4 -4

Fazendo I3 « I3 — 31, temos

1 2 3
detA =det|0 -9 -11|=-8.
o o 8

O

O determinante de uma matriz quadrada foi definido como o determinante dos ve-
tores cujas coordenadas formam as linhas da matriz. Podiamos, como mais habi-
tualmente é feito, ter definido o determinante de uma matriz X = (x{) através da
formula (6.4). No entanto, seguindo esta ultima abordagem, o significado geome-
trico de determinante nao aparece de maneira clara. Este é o motivo da opgao de
introduzir uma definicao de cariz geométrico neste livro.

6.5. Calculo do determinante pela formula de Laplace

Além dos métodos e férmulas apresentados nas seccoes anteriores, o determinante
de uma matriz pode ser calculado de outra maneira.

Definicao 6.10. Co-fator de um elemento de uma matriz

Seja A = (a{) uma matriz quadrada de ordem n. Seja A(i,j) a submatriz
(n—1)x (n-1) de A obtida eliminando a linha i e a coluna j de A. O co-fator
(ou complemento algébrico) do elemento a{ da matriz A, que representamos
por A{ ¢ definido por

Al = (1) det(A(i, j)).

O seguinte teorema da a possibilidade de calcular o determinante na forma de soma
de produtos de elementos de uma linha ou coluna e os respetivos co-fatores. Em ter-
mos computacionais, este método nao é competitivo com o Método de Gauss apre-
sentado na secgao anterior, mas tem uma grande importancia tedrica.
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Teorema 6.7. (Laplace)

Seja A = (a{) uma matriz quadrada de ordem n. Entao,

n n
det(A) = Za{Af = Za{A{.
= =1
i fixo J fixo

Demonstracao. Designemos por a; a i-ésima linha de A. Entao,
det(A) = det(ay,...,a,) = (-1)"tdet(aj, a1, ...,ai-1,ais1, . . . an).
Pela definicao do determinante (Definicao 6.5) temos

det(A) = (—1)"_1 det(aj, a1,...,ai-1,4i+1, ..., dn)

= ,12 1) "Lal det(A(i, )):Zn:a{A{.

Como det(A") = det(A), temos também a formula

det(A) = > alAl.
i=1

Jj fixo
|

As férmulas deste teorema sao conhecidas como o desenvolvimento do determinante
ao longo de uma linha e de uma coluna.

. Utilizando o Teo-
linha temos

Exemplo 6.5. Vamos calcular o determinante A da matriz
rema de Laplace e desenvolvendo o determinante pela primei

1 6 3 6 3 1
A = 9det — 2det + 4 det
6 5 7 5 7 6

= 9(5-36) — 2(15 - 42) + 4(18 - 7) = —181.

—_
D w©
O
D o
R ——

=

Podemos também calcular o determinante utilizando as operacoes elementares com
matrizes. A adi¢ao a uma linha de uma outra multiplicada por um ndmero nao al-
tera o valor do determinante. A troca de duas linhas altera o sinal do determinante.
Aplicando as transformacdes (5 « €5 — 161 e £3 « €3 — L¢1, obtemos

9 2 4

_ 1 14
A = det 0 3 3
40 17

0 5 %

Aplicando agora a transformacgao {3 « {3 — 4—3952, vemos que

9 1 6

_ 1 14

A=detl0 5 ¥
0 0 _ 181

X
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Obviamente o determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos

diagonais. Portanto, novamente temos A = —181. -

6.6. Aplicacdes da teoria dos determinantes

Nesta seccao vamos mostrar como os determinantes ajudam na resolucao de alguns
problemas.

O primeiro exemplo é a Regra de Cramer, que da a resolu¢cao de um sistema de n
equagoes lineares e n incdgnitas Ax = b, desde que det(A) # 0. O processo de
resolucao consiste em calcular cada incégnita x; a partir de uma férmula explicita
que envolve determinantes.

As colunas da matriz A vamos designar por a;, j = 1,n.

Teorema 6.8. (Regra de Cramer)

Consideremos o sistema de n equagoes lineares e n incdgnitas Ax = b, onde

A= (d), x=(x1,...,x,) € b= (by,...,b,) sdo vetores coluna. Se det(A) #

i

0, entao

B det(ai,...,ai-1,b,aiv1, ..., an)

i — ) | = r .
X det(A) i n (6.8)

A matriz que aparece no numerador € obtida a partir da matriz A substituindo
a sua coluna q; pelo vetor b.

Demonstracao. O sistema de equacoes lineares Ax = b pode ser escrito na forma
xia1 + -+ xia; + -+ xpa, = b,
que é equivalente a

xia1 + -+ (xia; = b) + -+ + xpa, = 0.

Isto significa que as colunas ay, ..., x;a; — b, . .., a, da matriz
al “ e x-ai —_— b e an
1 ith 1 1
C p—
.. al —b, .. n
a;, xia, — by a,

sao linearmente dependentes, logo, det(C) = 0 (veja o Corolario 6.5). Pelo Corolario
6.1, temos

det(C) = x; det(A) — det(ay, ..., ai-1,b,ai41...,a,) =0
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donde concluimos que

det(ai,...,ai-1,b,ai+1,...,an) |
Xi = Ji=1,n.
det(A)
|
Exemplo 6.6. Utilizando a Regra de Cramer para resolver o sistema
xl +2x2=4,
x4+ x2 =7,
temos
4 2 1
det det
R S Ve s 3T 712
v = "> Y7 =76 !
1 2 B 1 2 B
det det
3 1 3 1
O

Apesar da Regra de Cramer nao ser muito interessante do ponto de vista pratico, é
importante do ponto de vista tedrico. Apresentamos a seguir uma sua aplicagao.

Sejam A uma matriz com det(A) # 0 e Ax e by, k = 1,2,.. ., sucessdes de matrizes
e vetores cujos elementos convergem para os respetivos elementos de A e b. Obvia-
mente, det(Ax) # 0 para k’s suficientemente grandes, o que significa que para esses
k’s os sistemas Ayx = by sao possiveis e determinados.

Corolario 6.6

A sucessao das solucoes x; dos sistemas Ayx = b converge para a solugao
do sistema Ax = b.

Demonstracao. Este resultado € uma consequéncia imediata das férmulas (6.8). -

Um outro exemplo de aplicacao da teoria de determinantes é a formula para a matriz
inversa.

Sejam A uma aplicacdo linear invertivel e B = A~! a sua aplicacdo inversa.
Entdo, det(A) # 0 e as componentes da matriz B sao

‘ A;'.
Yy (69)

onde A;'. sao os complementos algébricos dos elementos aj. (atengao a troca

dos indices em A;'.).
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Demonstracdo. Sejam a/ e b/, i, j = 1,n, as componentes das matrizes A e B, respe-
tivamente. Como AB = I, temos que

1 = det(/) = det(AB) = det(A) det(B).

Daqui vemos que det(A) # 0. Pela formula para o produto das matrizes vemos que o
elemento da matriz AB que esta na linha k e na coluna i € igual a

- i 0, sek#i,
Zakbj = }
=l 1, sek=1i.

Fixando i, temos um sistema linear para encontrar b%, b, ..., b!,. Como det(A) # 0,

pela Regra de Cramer, existe uma unica solucao do sistema (6.9). -

Mais uma aplicacao das propriedades dos determinantes é a obten¢ao do valor do
determinante de Vandermonde

xl X2 “ .. xn
Dy (x1, x2, ..., x,) = det ) ) ' ,
-1 -1 -1
()" ()" e ()"
onde x;,i = 1, n, sao numeros diferentes. Este determinante aparece em varios ramos

da Matematica. O seu valor, como veremos, é diferente de zero. Isto, por exemplo,
implica que as fungoes

sao linearmente independentes, donde podemos concluir que estas funcdes formam
uma base no espaco P! e, portanto, que dim(P") = n + 1.

Para calcular o valor do determinante, vamos usar o seguinte método, que, até um
certo ponto, é parecido com o Método de Gauss. Nomeadamente, efetuando as ope-
racoes

ln — ln - xlln—l’

Ino1 o1 — x1lp-9,

12 — 12 - x1l]_,
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obtemos
1 1 1
X2 — X1 cee Xp — X1
Dy(x1,x2,...,x,) = det
0 (x2)n—1 -x (xz)"_z (xn)n—l -x1 (xn)n—Q
X9 — X1 T Xp — X1
= det
(x2)n—1 -x1 (XQ)"_2 (xn)n—l _ xl(xn)n_2
= (x2—x1)...(xn — x1)Dp-1(x2, X3, . . ., Xp).

Continuando este procedimento, obtemos

Dy(x1, %2, ..., Xp) = l_[ (xi — xj). (6.10)

1<j<i<n
Como todos os numeros x; sao diferentes, vemos que D, (x1, xa, ..., x,) # 0.

Qual é a utilidade do determinante de Vandermonde? Uma, das suas muitas aplica-
¢oes, é a sequinte. Consideremos um problema de interpolacao polinomial. Temos
um conjunto finito de pares de pontos

(x(]’ y0)3 (x:l’ y1)3 MR (xn’ yn)»

que podem ser o resultado de medicao (numa experiéncia fisica ou quimica) dos va-
lores yx = f(xx) de uma fungdo f nos pontos xp < x1 < ... < x,,. De alguma maneira
€ necessario encontrar uma forma analitica da fungao f. Vamos tentar construir um
polinomio

P(x) = co+ c1x + cox? 4 -+ cpx”

que verifica as condigdes P(xx) = yx, k = 0,n. Este problema é equivalente a reso-
lucao do sistema linear

o+ c1x0 +C2x3 + - +Cnx61 =)o,

co+c1xy +ch%+~'~+cnxT:y1,

co+c1xn+cox2+ -4 cpx=yn,

onde as incognitas sao os coeficientes do polindmio P. O determinante deste sistema
€ o determinante de Vandermonde

Dn+1(x0, X1yenns xn) # 0.

Portanto, o sistema é possivel e determinado.

Para encontrar os coeficientes ¢, analiticamente podemos usar a Regra de Cramer,
mas este caminho implica fazer muitos calculos. Existe uma maneira mais simples e
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elegante para resolver o problema. Fixemos um x # xi, k = 0, n, e consideremos um
sistema de equacdes lineares alargado com mais uma incdognita c_;

c.1P(x)=0,
c-1y0 =0,

c-1y1 +co+cixn +62x%+...+cnx11:0’

co1yn +eoteixg+eaxi4 4 cux =0.

Este sistema é homogéneo e tem uma solucdo nao trivial (-1, ¢, c1,...,cy). Isto
significa que o determinante deste sistema é zero, ou seja,

P(x) 1 x x%2 ... x"
B 1 xp xg R 7

det| y1 1 x ¥ - X' |=0.
yo 1 x, x2 oo xl

Desenvolvendo este determinante ao longo da primeira coluna obtemos
0 = P(x)Dy+1(x0, X1, X2, « - -, Xp)
= YoDu+1(x, x1, X2, ..., Xn)
+ y1Dpg1(x, x0, X2, -+ 5 Xn)
+ (—1)("+1)ynDn+1(x, X0s X1y« +s Xp—1)-
Trocando as colunas no determinante de Vandermonde temos

n

Dn+1(x0, X1y e e e Xk=1, X, xk+19 ceey xn)
P(x) = Z Vi .
Dyi1(x0, X1, - - -5 Xp)

k=0
Agora, aplicando a formula (6.10), chegamos ao resultado final

n

(x=x0)...(x=xk-1)(x = xp41) .. (x = xn)

Pl = /;)yk (xk —x0) -+ -+ (xk = x-1) (o = Xg1) -+ (k= xn)

Este polinomio é conhecido como polindmio de interpolacdo de Lagrange.

6.7. Problema geral de construcao de uma projecao
ortogonal e determinante de Gram

Sejam X um espaco Euclidiano de dimensao n e x € X. Consideremos um conjunto
ortonormal {e1, ..., e,,}, m < n. Como sabemos, o vetor x—3;"_, (x, ex)ex € ortogonal
ao subespaco L = Lin{e1, ..., e, } € 0 vetor 3} (x, ex)ex € a projecao ortogonal do
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vetor x sobre o subespacgo L. Mas como construir uma projecao ortogonal sobre um
subespaco quando neste subespago nao ha uma base ortonormal? Este problema,
que evidentemente é mais complicado, vamos resolver nesta seccao.

Consideremos x € X e um seu subespaco com base {by,...,b,,}. A projecao que
estamos a procurar pode ser representada como uma combinagao linear dos vetores
{b1,...,by}, OU seja,

O vetor h = x—y tem de ser ortogonal a todos os vetores {b, ..., b, }. Esta condicao
da-nos o sistema de equacoes lineares

(x = y,b1) =0,
(x =y, bm)=0.
Daqui, utilizando (6.11), obtemos

B1(b1, b1) + Ba(b2, b1) + -+ Bu{bm, b1) = (x, b1),
B1(b1, ba) + Ba(ba, ba) + -+ Bm{bm, b2) = (x, ba),

ﬁl(bls bm) +52<b2s bm)+--- +ﬁm<bms bm) =X, bm).

O determinante da matriz dos coeficientes deste sistema é

(b1,b1) (b2,b1) -+ (bm. b1)

(b1,b2) (b2,b2) -+ (bm,b2)
D = det ) ] _ _ .

(bl, bm> <b2, bb) te <bm’ bm)

Aplicando a Regra de Cramer, encontramos

(b1,b1) -+ (bj_1,b1) (x,b1) (bjy1,b1) -+ (bm,b1)
1 (b1,b2) -+ (bj—1,b2) (x,b2) (bjt1,b2) -+ (bm,D2)
ﬁj = — det ’
<b1a bm> e <bj—17 bm) <x> bm> <bj+17 bm> tee <bm7 bm)
para j = 1,m.
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O determinante D aparece na resolu¢ao de muitos outros problemas.

Definicao 6.11. Determinante de Gram

Chamamos determinante de Gram dos vetores xi,...,x; € X, que represen-
tamos por G(x,...,xx), ao determinante da matriz dos produtos escalares
(xi, xj), i, j = 1, k, ou seja,

(x1,21)  (xp,x2) oo (LX)
Glan. ) = det (x2,x1)  (x2,x2) - (x2,xt)
(X x1) (X X2) oo (o, Xk)

Vamos estabelecer uma propriedade importante dos determinantes de Gram relacio-
nada com o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Teorema 6.10

Sejam xi, ..., x; vetores de X e G(xi, ..., xx) o determinante de Gram. Consi-
deremos os vetores y1, . . ., yx de X, ortogonais dois a dois, ou seja, (y;, y;) = 0,
i # j = 1, k, construidos através do processo de ortogonalizacio de Gram-
Schmidt (veja o Teorema 4.6):

y1 = X1,
_ a2 : 1
y2 = B, y1+ x2 € (Lin{y1})",

V3= ﬁ§3)y1 +,8§3)y2 + x3 € (Lin{y1, y2})*

Yk = ﬁgk)yl +,3§k)y2 +-- +,3;(<]i)1yk—1 + xx € (Lin{y1, ..., yk1})™ .
Entao,

G(xty. . xk) = (YL, Y2, ¥2) - - - (Vi Vi)

Demonstracao. Substituindo x; = y; no determinante de Gram, obtemos

Oy nx2) o (YL x)

(x2,y1)  (x2,x2) -+ (x2,xx)
G(xl, .. .,xk) = det . .

(X y1) (X x2) - (X, X))
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Como yo = /352)y1 + x9, aplicando as operacoes elementares I « Iy + /3?)11 e
Cco — o+ ﬁ§2)c1, obtemos a matriz com o mesmo valor do determinante

Oy Ony2) Ynxs) o (VLX)

2, y1)  (y2.y2)  (y2.x3) o0 (y2, )
G(x1,...,x¢) =det| (x3,y1) (x3,y2) (x3,¥3) -+ (x3,x)].

(X6 y1) (X y2)  (Xey3) o0 (X Xk)

Prosseguindo do mesmo modo, transformamos sucessivamente as restantes linhas e
colunas da matriz anterior usando as operagoes elementares [; « I; —|—,B§l)ll +---+

/3@ li.1ec « ¢ —|—/3§i)c1 + .- —|—ﬁfi)1c,-_1 parai =3,...,k, obtendo no final

i-1
Oy Ony2) Ynys) o k)
2, y1)  (2.y2)  (y2.y3) o (Y2, k)
G(x1,...,x) =det|[(ys, y1) (¥3.y2) (¥3y3) - (V3|
Vey1)  Dey2) Deys) - Ok k)

Logo, temos

G(X1, .. xk) = (LY (Y2, ¥2) - - (Vs Vi)

pois a matriz anterior é diagonal.

6.8. Determinantes de Gram e volumes de paralelepipedos

Consideremos um espago Euclidiano X e uma base ortonormal de X. Recorrendo
ao determinante de Gram podemos, de outra maneira, mostrar que os determinan-
tes permitem calcular os volumes Vol(xy, .. ., xx) dos paralelepipedos gerados pelos
vetores xi, .. ., Xk.

Consideremos um vetor x;. Entao, o volume Vol(x;) do paralelepipedo gerado pelo
vetor x; € a norma do vetor x; (veja a Fig. 6.3). Sendo assim, temos

Vol(x1) = |x1].

Figura 6.3
Vetor x;. X1

Dois vetores x; e xo definem um paralelepipedo, que é um paralelogramo, cujo vo-
lume Vol(x1, x2) € a area do paralelogramo, que pode ser calculada multiplicando o
comprimento da base |x;| pela altura hs (veja a Fig. 6.4). Sendo assim, temos

VOI.()Cl,.XQ) = VOl.(Xl)hQ = |X1|h2.
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hy /
Figura 6.4
Paralelogramo gerado

X2
pelos vetores x; e xo.

X1

ce Xk )

Voltando ao Teorema 6.10, em que foi ortogonalizado o conjunto de vetores {x1,
vemos que a altura &y € igual a norma do vetor yo. Este vetor é ortogonal ao vetor

x1 = y1. Assim, temos

Vol(xy, x2) = Vol(x1)ly2| = |x1lly2] = |y1lly2l.

Consideremos um paralelepipedo gerado por trés vetores x1, x2 € x3. O seu volume
Vol(x1, x2, x3) é calculado multiplicando a area da base, ou seja, o volume Vol(xy, x2)

do paralelepipedo definido por x; e x2, pela altura A3, que coincide com a norma do
vetor ys3. Este vetor é ortogonal aos vetores x; e xo (veja a Fig. 6.5). Sendo assim,

temos
Vol(x1, x2, x3) = Vol(x1, x2)|y3| = [y1lly2llysl.

Figura 6.5
Paralelepipedo gerado

pelos vetores xi1, xa €
X3.

., x¢) de um paralelepipedo gerado pelos vetores xi,...,xx € 0

O volume Vol (xy, ..
produto do volume Vol(xi, ..., xx—1) € da respetiva altura /
VO[(xl, ey xk) = VOl(xl, ey xk_l)hk = VO[(xl, ey xk_1)|yk|

(veja a Fig. 6.6). Portanto, por indugao, temos que

Vol(x1, ..., xx) = |y1] - [yl
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Figura 6.6

Paralelepipedo gerado

pelos vetores xi, ..

oy X

6. DETERMINANTES

Xk-1

X2

X1

Esta formula da a possibilidade de estabelecer a relacao entre o determinante de um
conjunto de vetores, e portanto de uma certa matriz, e o volume de um paralelepi-
pedo gerado por esses vetores.

Teorema 6.11

Seja Vol(xi,...,xx) o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores
X1, ..., X € X. Entao,

VOl(xl, e, xk) = det(X)|,

onde X é a matriz cujas linhas contém as coordenadas dos vetores xi,
X9, . .., Xk, OU S€ja,

1.2 k
xl 'xl PR xl
x% x% “ .. x]2<
X = . . .
1.2 k
e 2

Demonstracao. Como

2

Vol(xi, ..., x)? = [y1%[y2l? - - [yxl?

= LYy 2 y2) - Yk k) = G(x1, ..., xx)

(x1,x1)  (x1,x2) -0 (X1, X))

(x2,x1)  (x2,x2) -+ (x2,X)

(X X1) (X Xx2) oo (X, Xg)
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Tendo em conta que x; = (x{,x{,....x5),.. 0 = (x5, x2 ..., xF) e calculando os
produtos escalares na matriz anterior, obtemos
2
VO|.<X1, ey xk)
k k 1.1 k .k k k
x1x1+ -—i—)cl)c1 x1x2—i—-~+x1x2 xlk—i— —|—x
O T k  k
xyxy + + x5 X7 x2x2 + -+ x2x2 x2xk + - x
= det ) )
1.1 k k wlyl k k 1,14 ... k k
Xy xpx XXy & XX XX, + + X xy

A matriz da expressao anterior pode ser escrita como produto de duas matrizes:

1.2 K\ [.1 .1 1
xl -xl .. xl -xl x2 “ . -xk
) x% x% .. xl2‘ x% x; . x]g
VO|.<X1, R xk) = det ) )
12 ke k. Lk
e Xk )\ Ag Xk

= det(XX') = det(X) det(X).
Como det(X) = det(X"), entio temos
Vol(xy, ..., x)? = det(X)?
e dai resulta que

VOl(xl, .. .,xk) = | det(X)|
|

Recordemos que (y;,y;) < {(x;,x;) (veja a desigualdade (4.5)). Logo, temos a desi-
gualdade de Hadamard:

det(X)? = G(x1,. .., xk) = (1, 31) + - - Vo Vi) < (1, 21+« (ks X ).

Obtemos a igualdade se o conjunto {xi,...,xx} for ortogonal. Isto significa que o
volume do paralelepipedo gerado pelas linhas de X nao pode exceder o volume de
um paralelepipedo retangular com arestas de comprimentos |xi, ..., |xx|.

6.9. Fatorizacao QR

O processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt (Teorema 4.6) pode ser aplicado a
construcao da fatorizacao QR (ou decomposicdo QR) de matrizes, que é utilizada em
varios métodos numéricos da Algebra Linear.

Consideremos uma matriz A cujos vetores-coluna sao linearmente independentes.
Através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt podemos transformar o
conjunto dos vetores-coluna num conjunto ortonormal. Vamos chamar a matriz for-
mada pelos vetores-coluna ortonormais matriz Q. Como veremos, existe uma matriz
R triangular superior tal que A = QR. O que é interessante é que o determinante
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de R esta relacionado com o determinante de Gram dos vetores-coluna de A. Mais
precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 6.12

Seja A uma matriz com m linhas e com n colunas linearmente independentes.
Entdo, A admite uma Unica fatorizacao OR (ou decomposicao QR) na forma

A=OR,

onde a matriz Q tem as mesmas dimensdes da matriz A. Os vetores-coluna
da matriz Q formam um conjunto ortonormal. A matriz R € uma matriz com n
linhas e n colunas, triangular superior, invertivel e cujos elementos na diagonal
sao numeros positivos.

Demonstracao. Seja {p1,...,pn} Um conjunto linearmente independente do espaco

Euclidiano X de dimensao finita. Consideremos a base ortonormal {¢1, ..., g, } obtida
aplicando o processo de Gram-Schmidt a {p1, ..., p.}, isto &,
P1
q1 = 7>
Ip1l
Pm — Sm-1 5
qdm = s m = z,n,
|Pm = Sm-1
onde
m—1

Sm-1 = Z(Pm’ qr) gk -
k=1

Recordemos que

pm e Lm—l = |—|n{Q1» . -st—l} = Lln{pla .. -’pm—l}

e que a soma s,,_1 € a projecao ortogonal do vetor p,, no subespaco L,,_1 € g €

Lt ..
Sejam A a matriz cujas colunas sao os vetores py,...,p, € Q a matriz cujas colunas
sao os vetores q1, ..., q,. Entdo, como a base {q1, ..., g, } € ortonormal, temos

p1 = (p1,90)q1 +{P1.42)q2 + - - + {P1, Gn)qn,

p2 = (P2, q1)q1 + (P2, 92)q2 + - - + (P2, Gn) Gn>

Pn = Pn-q1)q1 + (Pn-q2)q2 + - + (P> Gn) Gn-
Fazendo

(P1.q1)  (p2.91) - (Pnq1)

R

k]

_ P1.q2) (P2.92) - (Pnq2)

P1an)  P2:qn) - Pnqn)
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vemos que as equagoes anteriores sao equivalentes a igualdade matricial
A= QR

Como o vetor g; é ortogonal a todos os vetores p, ..., pj_1 para j > 2, temos

(P1-q1) (p2q1) - (Pn-1.q1) (P> q1)
0 P2.92) -+ pn-192)  (Pnq2)
R= : 0 : :
(Pn-1qn-1)  {Pn>qn-1)
0 0 e 0 (Pns qn)
A matriz R é invertivel porque os elementos da diagonal de R sao numeros positivos.

De facto, como a norma do vetor p,, € estritamente maior do que a norma da sua
projecao ortogonal s,,-1, temos

-1
m = 21 P> @G\ Pl = |51 |

> 0.
|Pm = Sm-1l |Pm = Sm-1l

Pms Gm) = \ Pms

Notemos que

<pm’ Qm> = <pm = Sm-1 1 Sm-1, Qm> = <pm - Sm-1, CIm> = |pm - Sm71|'

Portanto, o determinante de Gram G(p1, . . ., p») esta relacionado com o determinante
da matriz R da forma

det(R)? = (p1,q1)? - (Pus qn)* = P11 Ip2 = 511% - - |Pn = st > = G(p1, - .., pn)

(veja o Teorema 6.10). Logo, o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores py, . . .,
pn € igual ao produto dos elementos da diagonal de R

VOl(pl, .. ,pk) = det(R).

Exemplo 6.7. Determinemos a fatorizacao QR da matriz A = (_13). Aplicando

0 processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt aos vetores-coluna e; = (_%) e
e2 = (2), utilizando o vetor normalizado

e 1 1
T el Vio\-3/
obtemos
(e2, q1) 2 2 1 (1 1 [1
Y2 =e2— q = - y = ——
lq11? 2 2] V1o \-3)/ vi0|-3
_(2), 2( )12
2] 5\-3] 5\4f
y2 o 1 3

=1yl T Viol1)
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Figura 6.7
Projecao de b em

Lin{a1, ..

.,dp}t eerror.

6. DETERMINANTES

Assim, A = QR, onde

1 3

_| vio V1o
Q__i 1
VIO  VI0

_ [Cenq1)  (e2qn)| (VIO —2—‘5@

0 (esqo) 0 o

R

6.10. Método dos minimos quadrados

Os determinantes de Gram e a fatorizacao QR sao Uteis na resolucao de varios proble-
mas praticos. Consideremos, por exemplo, um sistema de equacodes lineares impossi-
vel. Como definir a sua “solugao” Responder a esta questao é necessario em muitos
problemas que encontramos na vida real onde o sistema é obtido como resultado de
experiéncias fisicas ou quimicas e pode nao ter solucao no sentido classico.

Consideremos uma matriz A com m linhas e n colunas ay, .. ., a, e um vetor b de R™.
O sistema de equacoes

Ax=b (6.12)

pode nao ter solugao. Nesta situacao € natural procurar um vetor x que minimiza
a norma Euclidiana do vetor r = Ax — b. Este vetor x é a “solu¢ao” do problema,
chamada solug¢do generalizada. Obviamente, quando o sistema tem solugoes, elas
coincidem com as solugdes generalizadas. O problema de minimizagao do quadrado
da norma Euclidiana |Ax — b| no caso do sistema (6.12) ser impossivel é conhecido
como o problema de minimos quadrados. Se x é o vetor que minimiza |r|? = |Ax - b|?,
entao Ax é a projecao ortogonal de b no subespaco Lin{ay,...,a,} (veja a Fig. 6.7 e
o Teorema 4.3).

r=b-Ax

/ 5

Ax

Lin{ay,...,a,}

Sabemos que através da construgao da projecao ortogonal de b no subespaco Lin{aj,
...,an} temos Ax — b € (Lin{ay,...,a,})*, donde obtemos o sistema de equagoes
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lineares

(Ax,a1) = (a1, b),

(Ax, a,)y=/{a,, b).

Este sistema é designado por sistema normal associado ao sistema (6.12), sendo mais
cdmodo escrevé-lo na forma matricial

A Ax = A'b. (6.13)

Se as colunas da matriz A forem linearmente independentes, entao
D =Gl(ay,...,a,) = det(A A) %0,

e as incognitas do sistema (6.13) x;, j = 1, n, podem ser obtidas pela Regra de Cramer

(a,a1) -+ (aj-1,a1) (x,a1) (aj+1,a1) -+ (an,a1)
1 (ar,a2) -+ (aj-1,a2) (x,a2) (aj+1,a2) -+ (an,az)

Xj = B det
(a1, an) -+ <aj—1, an) (X, an) <aj+1, ap) -+ {an,an)

E claro que ninguém utiliza a Regra de Cramer para a resolucdo de sistemas linea-
res pois este processo necessita um numero astrondmico de operagdes mesmo para
sistemas de dimensoes modestas. A estrutura dos sistemas do tipo (6.13) de grande
dimensao também desaconselha a utilizacao do Método de Gauss pois os erros de ar-
redondamento que o computador faz podem ter efeitos catastroficos. Este problema
pode ser resolvido usando a fatorizacao QR da matriz A. Fazendo a substituicao
A = QR no sistema (6.13), obtemos

T T

(OR) ORx = (OR) .
Utilizando o Teorema 5.11, obtemos

R'Q'QRx=R'Q'b.
Como os vetores-coluna de Q formam uma base ortonormal, temos QTQ = I. Por-
tanto, o sistema toma a forma

R'Rx =R'Q'b.
Como R é uma matriz invertivel, R’ também o é. Logo, o sistema (6.13) é equivalente
ao sistema

Rx=Q'b.

Como R é uma matriz triangular superior, € muito simples determinar a sua solucao.
A dificuldade principal na utilizagao deste método € a determinagao da matriz Q. Nos
demonstramos a existéncia desta matriz através do processo de ortogonalizacao de
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Gram-Schmidt. Este algoritmo ndo pode ser usado nos métodos numéricos pois pode
levar a grandes erros de arredondamento que o computador faz. Existem, no entanto,
algoritmos que nao sofrem deste problema.

Usando os determinantes de Gram, podemos também encontrar o valor

6 =min|Ax — b|.
X

De facto, 6 € a altura do paralelepipedo gerado pelos vetores ay, . . ., a,, b e, portanto,
é igual a
~ Vol(ai,...,an, b)
Vol(ay,...,a,)
ou, em termos de determinantes de Gram,
52— G(al,...,an,b)‘
Glay,...,an)

0O método dos minimos quadrados tem muitas aplicacdes. Uma das mais importantes
€ a aproximagao de fungdes por polindmios. Por exemplo, n6s conhecemos a fungao f
em alguns pontos. Estes seus valores sao, por exemplo, resultado de uma experiéncia
fisica. Como reconstruir a fungao f analiticamente? Este problema ja foi considerado
na Seccao 6.6, onde foi construido o polindmio de interpolacao de Lagrange. O grau
deste polindmio é igual ao nimero de pontos obtidos como resultado da experiéncia
menos um. Quando o numero dos resultados é muito grande convém procurar um
polindmio de um grau mais pequeno. Fazemos isto usualmente através do método
dos minimos quadrados.

Consideremos uma fungao f : R — R cujos valores nos pontos ¢;, j = 1, m, sdo dados.
O problema consiste em determinar o polinémio P(7) = §nt"’1 + -4 &ot + & de
grau n — 1 que minimiza o valor

5(f,P) = Z(f(tj) - P(1;))*.

Nos problemas praticos temos sempre m > n, porque o numero de medicoes m Cos-
tuma ser grande e o objetivo € encontrar um polindmio de grau bastante pequeno
que aproxima a fungao de uma maneira razoavel.

Introduzamos o espaco Euclidiano de fungdes £, que tém como dominio o conjunto
finito de pontos ¢;, j = 1, m, com o produto escalar

=3 pli)alt)
=1

Por exemplo, o produto escalar de % e t5 é
1Py = " () (1)
j=1
Entao, o problema fica reduzido ao problema de projegao da fungao f no subespaco
gerado pelos polinémios de grau menor ou igual a n — 1. O valor de ¢ satisfaz

> G(Lt,...,t" L f)

0 .
G(Lt,...,tm1)
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7. VETORES E VALORES PROPRIOS

7.1. Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo da estrutura de algumas classes de aplicagoes
lineares do espaco £ (X, X). Nesse estudo, os subespagos invariantes desempenham
um papel fundamental. O estudo completo da estrutura de uma aplicagao linear €
feito no ultimo capitulo do livro enquanto neste capitulo s6 vamos considerar clas-
ses de aplicacoes lineares de estrutura muito simples. Estas aplicacdes possuem um
conjunto de subespacos invariantes de dimensao um e os vetores que geram estes
subespacos formam uma base no espaco X. Vamos elaborar técnicas para construir
estes subespacos baseadas nas propriedades de determinantes. Apesar da sua simpli-
cidade, esta classe de aplicagoes lineares € muito importante na resolucao de varios
problemas praticos.

7.2. Definicoes

A estrutura de uma aplicacao linear descreve-se em termos do conjunto de subespa-
¢os que a aplicacao transforma neles mesmos. Formalmente definimos estes subes-
pagos assim.

Definicao 7.1. Subespaco invariante

Seja X um espaco linear. Dizemos que o subespago L. ¢ X é um subespaco
invariante da aplicagao A € £(X,X) se para todo x € L temos Ax € L, ou seja,
AL c L.

Os subespacos {0} e X, que sao subespacos invariantes de todas as aplicagoes line-
ares de X em X, sao dois exemplos triviais. Um exemplo muito importante e nao
trivial é dado na seguinte definicao.

Definicao 7.2. Vetores e valores proprios

Seja X um espaco linear. Dizemos que x € X é um vetor prdprio da aplicagao
Ae LIX,X)sex#0e

Ax = Ax, (7.1)

onde A € um numero. A este nimero damos o nome de valor proprio da apli-
cagao A correspondente ao vetor proprio x.

Obviamente se x é um vetor préprio da aplicacao A, entdo A transforma Lin{x} em
Lin{x}, ou seja, cada vetor proprio gera um subespaco invariante da aplicagao A de
dimensao um.

Seja x um vetor diferente de zero que verifica a equacgao (7.1). Entao, qualquer vetor
y = ax com @ # 0 também verifica a mesma equagao e portanto todos eles sao
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vetores proprios correspondentes ao valor proprio A. Estes vetores juntamente com
o vetor nulo formam um subespaco de dimensao um. Este subespaco pode ser re-
presentado por qualquer vetor nao nulo que lhe pertence. A partir de agora, quando
dissermos ‘o vetor préprio da aplicacao linear” queremos dizer “um qualquer vetor
nao nulo deste subespago”.

As propriedades mais importantes dos vetores préprios sao dadas no seguinte teo-
rema.

Teorema 7.1

Os vetores proprios correspondentes ao mesmo valor proprio A juntamente
com o vetor nulo formam um subespaco em X. Os vetores proprios que cor-
respondem aos valores proprios diferentes sao linearmente independentes.

Demonstracao. Se Ax; = Ax; e Axo = Axg, entao temos
A(ax) + Bx2) = aAxy + BAxy = A(ax; + Bx2),

quaisquer que sejam os numeros a € 8, 0 que demonstra a primeira parte do teorema.

A segunda parte vamos demonstrar por indu¢ao. Quando temos um vetor préprio,
nao ha nada para demonstrar. Suponhamos que o teorema é verdadeira para s — 1
vetores proprios de A. Consideremos s vetores proprios xi, xa, ..., xs da aplicacao
A que correspondem a s valores préprios diferentes A1, Ao, ..., ;. Suponhamos que
existem ay, @y, . .., @y € K tais que

a1x; +agxg + -+ asxs =0 (7.2)

e, por exemplo, ax # 0, k € {1,...,s}. Aplicando a igualdade (7.2) a aplicagao A
obtemos

a1 x1 + aodoxo + -+ + agdsxs = 0. (7.3)

Multiplicando (7.2) por A,,,, m € {1, ..., s}, m # k, e subtraindo a igualdade obtida da
igualdade (7.3), vem

a1 (/11 - /lm)xl +---+ a’m—l(/]»m—l - lm)xm—l
+ am+1(/lm+1 - /lm)xm—s—l + -4+ Q’s(/ls - /lm)xs =0.

Pela hipotese de indugao, todos os coeficientes nesta igualdade sao nulos. Em parti-
cular ax (A — A,») = 0. Logo, Ax = 4,,,, 0 que é uma contradicdo. Portanto, os vetores

X1, X2, ..., Xs Sa0 linearmente independentes.
]

No caso particular em que a aplicagao linear possui um subespaco gerado pelos veto-
res proprios correspondentes ao valor préprio 0, a este subespago damos o nome de
nucleo da aplicacao linear A, que denotamos por ker A. Neste livro precisamos sé do
nucleo de uma aplicacao de X em X. Notemos que o conceito de nucleo pode ser in-
troduzido para qualquer aplicacao linear como o conjunto de vetores que a aplicacao
transforma em zero.
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Consideremos agora a questao como encontrar os valores e vetores préprios. Sejam
X um espaco linear de dimensao n sobre o conjunto de numeros K, {ey,es,...,e,}
uma base em X e A € £L(X, X) uma aplicacdo linear a qual corresponde a matriz
A= (aj.). Suponhamos que x = Y7, &'e; € um vetor proprio de A4, isto é, Ax = Ax,
onde A € K. Entao, em coordenadas, temos o sistema

Yde=ag j=Tn

i=1

ou seja,
a% -4 a% a &l
1 n 2
a as— A a & 0
2 g =] (7.4)
al a2 R AT 0

Este sistema homogéneo tem uma solugao nao trivial se e sO se
A(2) =det(A-al) =0. (7.5)

Este determinante é um polindmio de grau n de A, a que chamamos polinémio carac-
teristico da matriz A e que denotamos por A(1). A equacdo (7.5) damos o nome de
equagdo caracteristica. A cada raiz A deste polinémio corresponde pelo menos uma
solucao nao trivial do sistema (7.4).

Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 7.1. Polindmio caracteristico com n raizes diferentes. Se todas as raizes
A1, A2, ..., 4, € K do polinémio caracteristico A(1) = 0 sao diferentes, entao resol-
vendo o sistema (7.4) com A = A, k = 1, n, encontramos n vetores proprios diferentes
fi, ..., fa. Pelo Teorema 7.1 estes vetores sao linearmente independentes e portanto
formam uma base em X. Como Afy = A fx, k = 1,n, a matriz da aplicacao A nesta
base tem a forma diagonal:

0 a
Ag = ?
0 0 A

O

Exemplo 7.2. Polindmio caracteristico sem raizes reais. Consideremos a aplicagao
linear A € £(R?% R?) de rotagao de amplitude % no sentido anti-horario. A sua matriz
na base {(1,0), (0,1)} é

0 -1

1 0)

A=

A equacao caracteristica

S I
det =2+1=0
1 -2
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nao tem raizes no conjunto dos numeros reais. Portanto, esta aplicacao nao tem
vetores préprios reais. Notemos que, pelo Teorema Fundamental da Algebra (veja
o Capitulo 12), cada aplicagao linear A € L(C",C") tem sempre pelo menos um
valor préprio e, portanto, pelo menos um vetor proprio. Neste caso a aplicacao tem
dois valores proprios complexos: +i. A cada um deles corresponde um vetor préprio
complexo. Considerando o valor proprio A = i, o sistema de equagoes lineares

~—~—

-~ s 2 N 3 , . .
tem solucoes (1§2 e, assim, por exemplo, (] ) € um vetor préprio correspondente ao
valor proprio A = i. Para 4 = —i obtemos

-~ 22 : , , .
com solugoes (‘liz,) e, por exemplo, (3 ) é um vetor proprio correspondente ao

valor préprio A = —i. .

Exemplo 7.3. Polindmio caracteristico com raizes multiplas. Consideremos a aplica-
cao linear A € £(R% R?) cuja matriz tem a forma

11
0 1/

A equacao caracteristica

-1 1
det =(1-22=0
0 1-2

tem s6 uma raiz A = 1. O sistema de equacgodes lineares

1-1 1 x! 0

0 1-1/\x2 0

possui apenas uma solucao nao trivial (xol ) Portanto, existe s6 um vetor proprio, por
exemplo, ((1)), pelo que no existe uma base em R2 formada pelos vetores proprios
desta aplicacao.

Agora consideremos a aplicagao identidade

1 0
I= .
0 1

Neste caso, a equagao caracteristica é

1-2 0
det =(1-2%=0
0 1-2
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e como no exemplo anterior tem sé uma raiz 4 = 1. Mas o sistema de equacgoes
lineares

1-1 0 \[xt 0

o 1-1/\x2] lo
tem duas solugdes nao triviais linearmente independentes. Portanto, neste caso, em

R2 existe uma base formada pelos vetores préprios, por exemplo, {(3).(MHr 5

. . 2-1-1
Exemplo 7.4. Vamos calcular os valores e vetores proprios da matriz A = (8 -1 (1J)
A equacao caracteristica da matriz A é

2-21 -1 -1
0O=det(A-al)=]| 0 -1-2 0 [=-2-0)1+21)(1-2).
0 2 1-2
Logo, os valores préprios sao 11 = 2, 13 = —1, 13 = 1. Vamos determinar o vetor

préprio correspondente ao valor préprio 1; = 2. Temos de encontrar uma solugao
nao trivial do sistema

2 -1 -1\[«t xt
0 -1 0 |[<2][=2]x2].
0 2 1 /\x3 x3

A primeira equacdo implica que —x? — x3 = 0. Da segunda equacdo temos x? =

0. Portanto, x* = 0. A terceira equacdo, naturalmente, nio tem nova informacao,

pois, as equagoes sao linearmente dependentes. Assim, vemos que o vetor proprio
. . 1 .

correspondente ao valor préprio 1; = 2 é vi = [ 0 ). Da mesma maneira calculamos

. 0 1
0s restantes vetores proprios: Ao = —1, vg = ( %) edg=1,v3= ((l))

_ m|
. . . 21 0
Exemplo 7.5. Determinemos os valores e vetores proprios da matriz A = (8 % _i)' A

equagao caracteristica da matriz A é
2-21 1 0
O=det(A-a)=| 0 1-a1 -1 [=-(2-2)73*@3-2).
0 2 4-2

Logo, os valores préprios sao 1; = 3, 12 = 2. Raciocinando como no exemplo

. . 1
anterior obtemos o vetor proprio correspondente a 13 = 3, vi = ( %) e o vetor

. 1 ~ .

proprio correspondente a Ao = 2, vg = (8). Neste caso, ndo existe uma base de R3

constituida por estes vetores proprios. -

7.3. Polindmio caracteristico de uma aplicacao linear

Seja A € L(X,X) uma aplicagao linear de um espaco de dimensao n em si mesmo.
Consideremos duas bases & = {e1,e2,...,e,} € F = {f1, fo,..., fu} em X. Designe-
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mos por P a matriz de transi¢ao da base & para a base #. Como sempre, represen-
tamos por Ag e A# as matrizes da aplicacao A nas bases & e ¥, respetivamente. A
relacao entre Ag, A e P é dada pela formula (veja (5.12))

PAF = AgP.

Como o determinante do produto de matrizes é igual ao produto dos determinantes,
obtemos

det(P) det(Ay) = det(Ag) det(P),
pelo que
det(As) = det(Ag),

pois det(P) # 0. Logo, o determinante da matriz de uma aplicagdo linear nao de-
pende da base.

Consideremos agora a aplicacao linear A — A/, onde A € K. Sejam Ag — Al a matriz
desta aplicacao na base €& e Ax— Al a matriz desta aplicacao na base . Entao temos

det(Ag— Al) = det(Ag — A1),

qualquer que seja 1 € K. Em ambas as partes desta igualdade estao polinomios de
grau n. Como eles sao iguais para todos os A € K, os coeficientes destes polindmios
sao iguais. Portanto, o polindmio caracteristico det(Ag — A1) nao depende da base.
Temos, entao, a seguinte definicao.

Definicao 7.3. Polindmio caracteristico de uma aplicacao linear

Sejad € Kea Ag—AI a matriz da aplicagao linear A— A1 na base &. Ao poliné-
mio definido por det(Ag — A1) chamamos polinémio caracteristico da aplicagao
linear A e a equagao

det(Ag — /U) =0

chamamos equagao caracteristica da aplicagao linear A.

7.4. Vetores e valores proprios de aplicacoes simétricas

Num espaco linear real os valores proprios podem ser reais ou complexos. Este facto
torna natural a seguinte construcao, chamada complexificacdo, que ajuda a perce-
ber quando uma aplicacao linear no espago real tem ou nao tem valores proprios
complexos. Seja X um espago Euclidiano real. Construamos um novo espaco linear
complexo X com base nos elementos de X da seguinte maneira: os elementos de X
sao todas as somas formais do tipo x; +ixs, onde x1, x3 € X e i € 0 numero complexo
que verifica 2 = —1. Definamos as operacdes algébricas como

(x1 +ix2) + (y1 +iy2) = (x1 +y1) + i(x2 + y2)
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a(x1 4+ ixg) = ax; + i(ax2)
e o produto escalar como
(x1 4 ix2, y1 +iy2) = (x1, y1) + (x2, y2) + 1({x2, y1) = {x1, y2)).

Recordemos que nos espacos Euclidianos complexos o produto escalar nao é comu-
tativo mas quando trocamos a ordem dos multiplicadores temos

(x1 +ixg, y1 +iy2) = (y1 + iy2, x1 + ixg).

Com estas definigdes, é facil verificar todas as propriedades de espaco Euclidiano
complexo. Sejam A € L(X,X) uma aplicagao linear e xj,x2 € X. Definamos a
aplicacdo A : X — X por

A(x1 + ix2) = Ax1 + iAxo.

Pode acontecer que a aplicacdo A : X — X tenha vetores proprios que correspondem
a valores préprios complexos:

A(x1 + iXQ) = (/11 + i/lg)(xl + iXQ).
Esta igualdade é equivalente as igualdades
Ax; = A1x1 — Aoxg, Axg = Ag9x1 + A1 xo. (7.6)

Com a ajuda da operacao da complexificagao vamos agora estabelecer uma proprie-
dade muito importante das aplicagoes simétricas.

Seja A € L£(X,X) uma aplicagao simétrica. Entdo, todos os valores prdprios
de A sao reais, existem vetores proprios reais que correspondem a estes va-
lores préprios, e os vetores proprios que correspondem aos valores proprios
diferentes sao ortogonais.

Demonstracao. Subtraindo a segunda igualdade de (7.6) multiplicada por x; a pri-
meira igualdade multiplicada por x3, temos

(Axa, x1) — (Ax1, x2) = Ao(|x1 ]2 + |xal?).

Como a aplicacao A € simétrica, a parte esquerda desta igualdade é igual a zero.
Como o vetor préprio é diferente de zero, temos |x1|? + |x2|? # 0. Logo, A3 = 0, isto
€, o valor préprio é real, e as igualdades (7.6) tomam a forma

Ax; = Al1x1 € Axg = Aj1xo,

isto é, pode ser escolhido um vetor proprio real que corresponde ao valor préprio ;.
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Sejam A; e A9 valores préprios diferentes de A e x; e xo 0S vetores proprios cor-
respondentes. Subtraindo a igualdade Ax; = A;x; multiplicada por x3 a igualdade
Axo = Agxo multiplicada por x1, temos

(Ax1, x2) = (Ax2, x1) = (A1 — A2)(x1, x2).

Como a aplicagao A é simétrica, a parte esquerda desta igualdade é igual a zero.

Como A7 # Ao temos {x1, x2) = 0. -

7.5. Bases de vetores proprios

O seguinte teorema da-nos a propriedade mais importante das aplicacoes simétricas
definidas num espaco Euclidiano de dimensao finita.

Teorema 7.3

Sejam X um espago Euclidiano de dimensao finita e A € £(X,X) uma apli-
cacao linear simétrica. Entao, existe em X uma base ortonormal de vetores
préprios.

No caso em que todas as raizes da equagao caracteristica da aplicacao A sao dis-
tintas, a demonstracao deste teorema é completamente elementar. De facto, pelo
Teorema 7.2, todos os n vetores proprios que correspondem aos n valores préprios
diferentes sao ortogonais. Depois da normalizagao obtemos uma base ortonormal
de vetores proprios. A demonstragao no caso geral € mais complicada.

Demonstracdo. Pelo Teorema Fundamental da Algebra (Teorema 12.1), existem um
vetor e respetivo valor proprio A. Estes vetor e valor proprios sao reais (veja o Teo-
rema 7.2).

Consideremos o subespaco X c X gerado por todos os vetores proprios da aplicagao
A que correspondem ao valor proprio A. Este subespaco nao é trivial. Escolhemos
uma base ortonormal em X. Se X = X, obtemos uma base ortonormal em X for-
mada por vetores proprios da aplicagao A. Se X # X, podemos completar a base
e1,...,e, €m X até obter uma base ortonormalem X, e, ..., €m, €mt1, - - -» €n (VEjJA O
Teorema 3.5 e o processo de ortogonalizagcao de Gram-Schmidt). O subespago gerado
pelos vetores ¢, 11, . .., e, € 0 complemento ortogonal X+. Seja y € X*. Entao, para
todo x € X temos Ax € X e portanto

(x,Ay) = (Ax,y) =0,

isto é, AX* c X*. Consideremos a restricao da aplicacdo A ao subespaco X*. Esta
restricao também tem um vetor préprio e podemos repetir os raciocinios feitos. As-
sim, depois de um numero finito de passos, obtemos uma base ortonormal em X

formada por vetores proprios da aplicagao A. -
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7.6. Norma de aplicagdes lineares nos espacos
Euclidianos’

Consideremos uma aplicacao linear A € £(X,Y), onde X e Y sao espacos Euclidi-
anos. Vamos designar os produtos escalares nos espacos X e Y por (-, -)x € (- ")y,
respetivamente, e por | - [x e | - |y as respetivas normas Euclidianas.

Teorema 7.4

A norma da aplicacao A é araiz quadrada do valor proprio maximo da aplicagao
A*A.

Demonstracao. Pela definicao da norma de uma aplicacao linear, temos

|A| = max |Ax]|y.
[x[x=1

Portanto, basta resolver o problema de maximizacao
max({Ax, Ax)y, sujeito a restricao (x, x)x = 1.

Pelo Teorema de Weierstrass, a fungao continua (Ax, Ax)y atinge o seu maximo no
conjunto fechado e limitado (x, x)x = 1 num ponto x. Pela Regra dos multiplicadores
de Lagrange, existe um ndmero u tal que

Vi ((Ax, Ax)y + p((x, X)x — 1)) =0,
que é equivalente a igualdade
A*A% + ux = 0.

Logo, x é um vetor préprio da aplicagao A*A que corresponde ao valor proprio —pu.
Como

<A~£’ A~£‘>Y = #2 <)27 i)X = ,Ll2,

temos o pretendido.

7.7. Equacdes diferenciais lineares’

Nesta seccao, numa maneira informal, vamos considerar dois problemas — um so-
bre dinamica de populacoes e outro sobre um sistema mecanico simples. O primeiro
exemplo serve para explicar ao leitor o que é uma equacao diferencial ordinaria e
como estas equagoes aparecem. O segundo exemplo mostra como os vetores e va-
lores proprios sao necessarios para a sua analise. Estes dois exemplos pertencem a
uma larga classe de problemas que n6s vamos analisar nesta seccao.

Exemplo 7.6. Neste exemplo modelamos a evolugao do numero de individuos numa
certa populacdo. Seja x(¢) o tamanho de uma populacdo de, por exemplo, bactérias,
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no instante z. E claro que na vida real x(¢) tem que ser um numero natural. Todavia se
0 numero de bactérias, N, € muito grande, digamos aproximadamente um milhao, a
diferenca relativa entre N e N 41 é t3o pequena (NLJr1 x 1) que podemos introduzir,
por exemplo, a variavel x(t) = N(t) x 1075, que pode perfeitamente ser considerada
como uma variavel continua. Suponhamos que a variagao da populagao num dado

intervalo de tempo, Az, pode ser representada pela igualdade
Ax = ax/At — bx/t,

onde a e b sao as taxas de natalidade e mortalidade, respetivamente (numero de
nascimentos e mortes por individuo e por unidade de tempo). A passagem ao limite
(quando Ar — 0) na igualdade

A
K); =(a-b)x
da a equagao diferencial ordinaria

d
ax(z‘) = (a - b)x(1).

A solucgao desta equacao é dada por

x(t) = x(0) exp((a — b)1).

Se a < b a populagao desaparece com o decorrer do tempo e se a > b temos um

crescimento exponencial. -

Neste exemplo, a determinagao da solucao da equagao nao precisa de grandes co-
nhecimentos. No caso de equagdes mais complicadas precisamos da teoria que foi
desenvolvida neste capitulo.

Exemplo 7.7. Este exemplo vem da Fisica. Na Fisica é habitual denotar as derivadas
em ordem ao tempo por um ponto, ou seja,

d . d? .

ax(t) = x(r), @x(z‘) = X(r).
Assim, o movimento de um oscilador (sistema mecanico composto por um corpo li-
gado a uma mola fixa (veja a Fig. 7.1) é descrito pela segunda lei de Newton:

¥(t) = -p2x(r).

Aqui x(t) representa a posi¢ao do corpo de massa m = 1 no instante r onde x = 0
corresponde & posicdo de equilibrio. O termo —32%x representa a forca elastica da
mola onde o sinal menos é para sublinhar que a forca é negativa, isto &, a forca faz o
corpo voltar para a posicao de equilibrio.

Consideremos agora o movimento de um oscilador num meio denso (veja a Fig. 7.2).
Neste caso o oscilador também esta sujeito a uma forca de resisténcia que depende
da velocidade do movimento. Se a velocidade é bastante pequena, a for¢a € uma
funcao linear da velocidade: —2ax, @ um ndmero positivo. A segunda lei de Newton
toma a forma

X(1) = —2ax(t) - B2x(1). (7.7)
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Figura 7.1
Oscilador.
Figura 7.2 Z
Oscilador em meio Z o -
denso. 0 _x,_.
m|
Notemos que a mesma equacao diferencial também descreve a dinamica da carga
elétrica num condensador depois de ligar o interruptor I (veja a Fig. 7.3). O papel do
corpo é feito pela bobina de indutancia L, a resisténcia R faz o papel do coeficiente
2a e £ faz o papel do coeficiente 2.
C
R [
Figura 7.3 YYY\
Circuito elétrico. L

Portanto, resolvendo uma equacao diferencial, na realidade resolvemos muitos pro-
blemas fisicos.

Regressemos a equagao (7.7). O seu estudo é mais facil de efetuar considerando-a
escrita na forma de um sistema de equacoes diferenciais. Para tal, e introduzindo a
velocidade do oscilador v = x, podemos reescrever a equacao diferencial de segunda
ordem (por conter uma derivada de segunda ordem) como o sistema de equagoes
diferenciais de primeira ordem (por conter apenas derivadas de primeira ordem)

xX=v,
. _2 _n2
v = 2av — X,
ou ainda, equivalentemente, na forma matricial
X 0 1 \[x

ol -B> =2afl\v
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Este sistema € s6 um exemplo de um sistema de equacoes diferenciais de primeira
ordem. O caso geral é a equacao diferencial

¥ = Ax, (7.8)

onde A é uma matriz de dimensdes n x n. Dizemos que a fungao x = x(r) é a solucao
da equacao diferencial se ela verifica a equacao (7.8) em todos os pontos ¢. Suponha-

mos que todos os valores proprios Ay, . . ., 4,, da matriz A sao reais e diferentes. Entao,
os vetores proprios {vi,...,v,} de A formam uma base no espago R”. Obviamente
para qualquer escolha das constantes ci, . . ., ¢, a fungao
n
x(1) = ) ex exp(t)vi (7.9)
k=1
€ uma solugao da equacao (7.8). De facto, por um lado
qd & n
x(t) = a ,;1 Ck exp(/lkt)vk = ];1 cr Ak exp(/lkt)vk

e, por outro lado, temos

n

n n
Ax(t) =A (Z Ck EXp(/lkt)vk) = Z Ck EXp(/lkt)AVk = Z cr Ak EXp(/lkl)Vk.
k=1 k=1 k=1
Se todos os valores préprios A, .. ., 4, da matriz A sao agora complexos e diferentes,
a fungao (7.9) também ¢é uma solucao da equagao (7.8). SO é necessario definir corre-
tamente a fungao exponencial de uma variavel complexa. Para o fazer é necessario
escolher uma definicao onde possa ser substituida uma variavel real por uma variavel
complexa.

Como sabemos
. x\N
oot = gm (15"

Seja zy = xy + iyn, N = 1,2,..., uma sucessao de numeros complexos. Vamos
dizer que o numero complexo z = x + iy € o limite da sucessao z e escrever

lim zy =z
N—oo N ?
se
lim xy =x e lim yy =y,
N —oo N —oco
ou seja, se

lim |zy|=|z] e lim argzy =argz.
N—>oo N—>oo

Encontremos o limite da sucessao
Z\N
v =1+ —)
N ( N

através do modulo e do argumento do termo z. Como

2 5

- (1+x)2+y ' L st
N N N2| N N?

jowl :\(Hg)’v
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Y

N
1+

k)

argzy = Narg (1+%) = N arctg £
N

temos que |zy| — exp(x) e argzy — y, pelo que

lim zy = lim
N—>o N—oo

[lzn] (cos(argzy) + isen(argzn))] = exp(x)(cosy +iseny).
Portanto, € natural definir a fun¢do exponencial complexa

exp(z) = exp(x)(cosy +iseny).
O que acabamos de fazer ndo ¢ nehuma demonstracdo. E um raciocinio baseado em
bom senso que nos ajudou a chegar a uma defini¢ao razoavel da funcao exponencial
de um argumento complexo. Agora é necessario verificar as propriedades principais
da fungao exponencial, nomeadamente, a igualdade

exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2) (7.10)

€ a sua consequéncia

dizexp(z) = exp(z).

Sejam z; = x; + iy1 € 7o = x9 + iy2 dois numeros complexos. Pela definicao da
fungao exponencial temos

exp(z1 + z2) = exp(x1 + x2)(cos(y1 + y2) + isen(y1 + y2))

exp(x1) exp(x2)((cos y1 cos y2 —sen yj sen yz)

+ i(seny; cos y2 + €OS y1 senyz))

(
exp(x1)(cosy; + iseny;)exp(xz)(cosys + isenys)
(

exp(z1) exp(z2),

0 que demonstra (7.10).

Sejam z = x + iy e Az = Ax + iAy. Utilizando a férmula de Taylor, de (7.10)
obtemos

exp(z + Az) —exp(z) exp(Az) -1
Az = exp(z) Az
exp(Ax)(cos Ay +isenAy) -1
= exp(z) = Ax + iAy )

(1+ Ax+ a(Ax)Ax)(1+ B(Ay)Ay + i(Ay + y(Ay)Ay) - 1
Ax +iAy ’

= exp(z)
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onde as fungdes a(Ax), B(Ay) e y(Ay) tendem para zero quando Ax e Ay tendem
para zero. Portanto, temos

exp(z + Az) —exp(z) ( )exp(Az) -1
Az B ¢ Az
(14+ Ax+ a(Ax)Ax)(1+ B(Ay)Ay + i(Ay +y(Ay)Ay) -1
Ax +iAy
Ax + iAy + €(Ax, Ay)Ax + n(Ax, Ay)Ay
Ax + iAy

= exp(z)

= exp(z)

k)

onde as fungdes (complexas) £(Ax, Ay) e n(Ax, Ay) tendem para zero quando Ax
e Ay tendem para zero. Como

Ax Ay
— < — <1,
Ax +iAy Ax +iAy
vemos que
Az) —
g exp(z) = lim exp(z+ A2) = exp(z) = exp(z).

dz Az—0 AZ

As formulas do calculo diferencial para as fungdes complexas sao idénticas as for-
mulas para as fungdes reais. Por exemplo, da regra da cadeia, temos

d
& exp(Ar) = Aexp(Ar),
onde A é um numero complexo.

Vamos voltar a equagao do oscilador e encontrar as solugdes do sistema que descreve
os seus movimentos. O polindmio caracteristico da matriz

0 1
A= .

det(A—-AI) = det(

2 o /1):/12+2cy/1+ﬁ2
B2 _9g—

e tem raizes 1, = —a + /a2 — B2. Os respetivos vetores préprios sao

1 1

Portanto, quando @ — 82 > 0 a solucdo é

R L B
sl b)), )
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onde c. sao constantes reais. Dadas as condigoes iniciais x(0) = xo e v(0) = vo, as
constantes c. sao determinadas através da resolucao do sistema linear

X0 1 i 1
=_C Cc_ 5
Vo oo+ Va2 - p? —a —+a? - p?

uma vez que € um sistema possivel e determinado pois os vetores proprios v. formam
uma base em R2.

No caso a? -2 < 0 a solucdo tem a mesma forma mas com constantes complexas c..
Como apenas uma solugdo real tem sentido fisico e como os vetores exp(A,t)vy e

exp(A_t)v_ sdo complexos conjugados, é necessario escolher as constantes c. com-

plexas conjugadas. Sejam, entao, c. = %(a F ib). Com esta escolha temos

x( : 1 o
(v(g) = %(a - ib) (_a N i\/m) exp ((—a/ +1i4/B8% - a2) t)
; 1 B2 — o2
(a+lb)(—a—i\/m)exp((_a_l B2 -« )t)
= %(a —1ib) (_a N i\l/m) exp(—at) (cos B2 — %t +isen /B2 - a2t)
(a+1ib) (_a B i\jW)exp(—at) (cos \B% - a?t—iseny/B2 - a2t)

= exp(—at) (_aa N b?//ﬂ) cos /B2 - a?t

_|_

| =

_|_

|~

b
+ exp(—at) sen/B2 — a2t (7.11)
—ab —a+/p? - a?
Para determinar as constantes a e b é necessario resolver o sistema linear

(VQ) B (—a'a + b\/m) '

Quando os valores proprios nao sao todos distintos, a forma da solucao da equagao
diferencial (7.8) ¢ mais complicada. Consideramos este caso geral no ultimo capitulo
do livro.

7.8. Da Algebra Linear para a Analise Linear’

A Algebra Linear tem a ver com espacos de dimensao finita. O método de resolucdo
de equacoes diferenciais que utiliza vetores e valores préprios considerado na secgao
anterior também pode ser adaptado para espagos de dimensao infinita. A resolucao
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de um problema da Algebra Linear comeca com a introducdo de uma base. No caso
de espacgos de dimensao infinita s6 € necessario, em vez da igualdade na forma de
somatorio

n
X = Z ey,
=1

conseguirmos escrever uma igualdade na forma de série

(]
X = Z fkek.
k=1

Portanto, ja estamos a considerar uma série convergente e que faz parte de um ou-
tro ramo de Matematica que é conhecido como Analise Linear (ou Analise Funcional,
visto que normalmente os elementos dos espagos lineares de dimensao infinita com
que trabalhamos sao fungoes). Se os vetores proprios de uma aplicagao linear A for-
mam uma base no espago de dimensao infinita, entao podemos representar a solucao
da equacao diferencial

x = Ax

na forma da série

[e+]

x(1) = Z ckvi exp(Akt),
k=1
onde v, sao os vetores proprios da aplicacao linear A correspondentes aos valores
proprios Ay e ¢ sao constantes.

Consideremos um exemplo deste tipo — um modelo do processo de difusao. Consi-
deremos particulas que se movem ao longo de uma reta e podem ocupar 0s pontos
hk, onde h > 0 é um ndmero muito pequeno e k = 0,+1,+2,.... O tempo é discreto
t = tn,onde T > 0 é um nimero muito pequeno,en = 0,1, 2,.... Uma particula que
no instante de tempo tn esta no ponto kA4, vai, com probabilidade % no instante de
tempo seguinte para o ponto (k — 1)k ou para o ponto (k + 1) (veja a Fig. 7.4).

-—>
<
—> —> < —>
<o <o —> <
< —> —> < —> < —>
—> <o <o —> < —> <
—kh 2h -h 0O h  2h kh

Seja Ni,, 0 numero das particulas no ponto k4 no instante de tempo n7. Entao, no
instante de tempo (n + 1)7 no ponto kh esta metade do nimero de particulas que
sairam do ponto (k — 1)k e metade do numero de particulas que sairam do ponto
(k + 1)h, logo

Nint1 = = (Nt 1,0 + Ne—1,n)-

| —

Figura 7.4

Posicao e sentido do
movimento das
particulas.
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Subtraindo Ny, desta igualdade, obtemos

1
Nk,n—‘rl - Nk,n - §(Nk+1,n - 2Nk,n + Nk—l,n)‘

Sejao = 5 Entao temos

Nk,n+1 - Nk,n o O_Nk—i-l,n - 2I\Jk,n + Nk—l,n
T h? '
Dividindo Ny, pelo numero total de particulas, N, obtemos a concentracao uy , das
, . . Nin -
particulas no ponto k#, no instante de tempo nt, ou seja, ux , = —+—. A concentragao

N
verifica a igualdade

Ul nd1 — Uk, Uk 1,n — 2Ukp + U1,
nt L= g iy (7.12)
T h

Recordemos que a derivada de uma fungao x(r) pode ser aproximada por

t+71)—x(1)

(1) ~ x( (1) ~ M -xt-7) (7.13)

T T '
Entdo, temos a aproximagao a segunda derivada

x(t47)-x(t)  x(t)-x(t-7)

jc_(t)%)'c(t-l-Tj—fc(t) N - ; =
(7.14)
Cox(t ) -2x(r) +x(r-7)
— — )

Portanto, o primeiro membro da igualdade (7.12) é um valor aproximado da derivada
parcial em ordem ao tempo da fungao u(x, t), a concentragao de particulas no ponto
x € no instante de tempo ¢. O segundo membro é um valor aproximado da segunda
derivada parcial em ordem a variavel espacial x da fungao u(x, t) (veja (7.13) e (7.14)).
Fixemos a constante o = % Passando ao limite quando t e 4 tendem para zero e

~ 2. ~
mantendo a razao }2’—7 igual a o, obtemos a equacgao
u(x,t) = ou' (x,1),

conhecida por equacao de difusdo, onde i representa novamente a primeira derivada
de u em ordem ao tempo ¢ e u” representa a segunda derivada de u em ordem a
variavel espacial x. Ao coeficiente o chamamos coeficiente de difusdo.

0O esquema que consideramos é muito geral. As “particulas” podem ser, por exem-
plo, moléculas de um gas que difunde num outro ou a quantidade de calor que se
propaga num meio. Neste segundo caso, em vez de equacao de difusao dizemos
equagdo do calor, a fungao u(x,t) corresponde a temperatura do meio no ponto x no
instante de tempo ¢ e ao coeficiente o chamamaos coeficiente de termodifusividade.
(A temperatura pode ser considerada como uma medida da quantidade de calor.)

Consideremos um exemplo com o =1
u=u", (7.15)

onde a fungdo u = u(x,t) é a temperatura entre dois planos infinitos localizados a
uma distancia 7 um do outro. Suponhamos que a temperatura dos planos é zero,
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u(0,¢) = u(m,t) = 0, e que no momento inicial a temperatura entre os planos é
u(x,0) = x(m — x). A equagao (7.15) ndo é nada mais do que a equacao (7.8), onde
Au = u'’. Para resolver esta equagao precisamos de encontrar os vetores proprios
da aplicacao da segunda derivada A = ddx—Qg, isto é, as fungdes X = X(x) # 0 que
verificam a equagao

X"(x) = aX(x), (7.16)
onde 1 é um numero, e as condigdes na fronteira X(0) = X () = 0.
Consideremos trés casos.
1. Seja 4 = 0. Neste caso temos a equacao X”’(x) = 0. A solugao geral desta
equacado é X(x) = ax + b, onde a e b sdo constantes. Como X(0) = X(x) =0,

obviamente a = b = 0. Portanto, X(x) = 0. Isto significa que 2 = 0 ndo é um
valor proprio da aplicagao A.

2. Seja A > 0. Neste caso a solugao geral da equacao (7.16) é

X(x) = aexp(Vax) + bexp(-Vax). (7.17)

Para ver isto, escrevemos a equacgao (7.16) na forma de um sistema equivalente
como foi feito no caso do oscilador
X' =V,
V' = AX.
A matriz deste sistema é
0 1
A 0/

A respetiva equacao caracteristica

- 1
det K =u2-21=0
A —pu

tem raizes reais u = +V1 e 0s respetivos vetores proprios sio

)

Portanto, a solucao geral do sistema €

(583) =a (\/11) exp(VAx) + b (_\lﬁ) exp(—Vax).

Daqui temos (7.17).

As condigdes X(0) = X(n) = 0 implicam que a e b sdo solugdes do sistema
linear

{ a-+ b=0,
exp(Var)a + exp(-Van)b = 0.
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O determinante da matriz deste sistema é exp(—VAn) — exp(Vax) # 0. Logo,
a = b = 0. Portanto, X(x) = 0. Isto significa que 1 > 0 nao pode ser um valor
proprio da aplicacao A = d‘i—i

3. Finalmente, consideremos o caso A < 0. Neste caso a solucao geral da equa-
cao (7.16) ¢é

x) = acos(v/]A]x) + bsen(v/]A]x). (7.18)

De facto, com A < 0 temos a equacao do oscilador (7.7) coma = 0 e -2 = 2,
e (7.18) é a primeira linha da igualdade (7.11).

Da condicdo X(0) = 0 vemos que a = 0. A condicdo X(x) = 0 implica que
sen(\/mﬂ) = 0. Portanto, Ax = —k2, k = 1,2,..., sdo os valores préprios da
aplicagdo A considerada no espaco de fungdoes X = X(x), duas vezes conti-
nuamente diferenciaveis, que verificam as condigées X(0) = X(x) = 0. Os
respetivos vetores préprios (ou, podemos dizer, fun¢des proprias) sao X (x) =
sen(kx).

Por analogia com a defini¢ao do produto escalar no espacgo de polindmios trigonome-
tricos (veja a Seccao 4.6), é natural definir o produto escalar no espago das funcoes
definidas no intervalo [0, 7] como

fog) = /O " F(x)g(x) d

Facilmente verificamos que

/ sen(kx)sen(mx)dx =0, k#m, e (7.19)
0

x ™ 1 — cos(2k
/ sen?(kx) dx = / L-cos(2kx) 7. (7.20)
A A 2 )

Portanto, as fungdes proprias Xx(x) = sen(kx) sdo ortogonais. Vamos procurar a
solugao da equagao (7.15) na forma

Z )sen(kx), (7.21)

onde ¢ () sdo fungdes do tempo ¢. Substituindo (formalmente) esta série na equa-
¢ao (7.15), obtemos

i ) sen(kx) Z k%ci (1) sen(kx).

Calculando com a ajuda de (7.19) e (7.20) o produto escalar de ambos os membros
desta igualdade com sen(kx), obtemos

ék<t) = —kzck(t),
donde concluimos que

(1) = cx(0) exp(=k?t). (7.22)
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Agora é necessario encontrarmos os valores iniciais ¢, (0) a partir da condicao inicial
u(x,0) = x(m—x). Acontece que as fungdes proprias da aplicagao A, a saber sen(kx),
formam uma base no espago de fungoes, ou seja, é possivel a representagao

[s+]

x(r-x) = )" e(0)sen(kx).

k=1

(Esta afirmacao nao é trivial e a sua demonstragao esta para além do escopo do nosso
curso.) Para determinarmos os coeficientes ¢, (0), calculamos com a ajuda de (7.19)
e (7.20) o produto escalar de ambos os membros desta igualdade com sen(kx), vindo

‘/07r x(m —x)sen(kx) dx = ¢ (0)

NN

Integrando duas vezes por partes, concluimos que

g 2 L, sek=2m+1,
/ x(r - x) sen(kx) dx = — (1 - cos(kx)) = | ¥ "
0 k 0, sek=2m,

8

@mi1)? €

onde m = 0,1,2,.... Portanto, os coeficientes ndo nulos sao cx(0) =
de (7.21) juntamente com (7.22) obtemos a solugao

u(nt) = m exp(—(2m + 1)2) sen((2m + 1)x).
m=0

A matéria desta secgao foi tratada de uma maneira informal. No entanto, € possi-
vel demonstrar que a série obtida converge e que é verdadeiramente a solugao do
problema.
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8. ESPACOS AFINS

8.1. Introducao

No primeiro capitulo, introduzimos informalmente vetor como um conjunto de seg-
mentos orientados equivalentes. Vamos agora formalizar este conceito através da
definicao de espagos afins. A teoria destes espagos esta muito ligada a teoria dos
espacos lineares. Por exemplo, em vez de combinacdes lineares nos espacos lineares
e aplicacoes lineares vao aparecer agora combinacoes afins e aplicacdes afins, que,
como veremos, sao conceitos Uteis na resolucao de varios problemas.

8.2. Definicao
Seja X um espaco linear de dimensao n.

Definicao 8.1. Espaco afim

Dizemos que o conjunto V é um espaco afim de dimensao n se a cada par

ordenado de elementos (pontos) P,Q € V corresponde um unico vetor de X
—

designado por PQ e

1. para cada P € V e cada x € X existe um Unico ponto Q € V tal que
—>
PO = x;

|

2. para cada trés pontos P, Q, S € V verifica-se a igualdade P_Q) + 55’ = PS.

0 espaco X é o espaco de vetores de V e os elementos de X sao vetores de V.

Da definicao do espago afim imediatamente concluimos que

AA + AB = AB,
ou seja, que o vetor correspondente a um par de pontos coincidentes é o vetor zero.
Entao, da igualdade

AB + BA = AA
vemos que AB = —BA.
A partir de um espaco linear X é possivel construir um espaco afim. Com efeito,
podemos considerar os pontos de X como elementos de V e a cada par de pontos
x, y € X facamos corresponder o vetor xy = y —x. A dimensdo de um espaco afim V,
que é representada por dim(V), é a dimensao do espaco vetorial X associado. Neste

caso vamos usar a notacdo V”. Por exemplo, os espacos V2 e V3 considerados nos
primeiros dois capitulos sdo espacos afins de dimensao dois e trés, respetivamente.

8.3. Combinacoes afins e centro de massa

Nos espacos lineares, trabalhamos sempre com combinacoes lineares de vetores. Nos
espacos afins € mais natural considerar outro tipo de combinacdes que sao combina-
¢oes lineares com uma condigao adicional para os coeficientes.
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Definicao 8.2. Combinacao afim

Sejam Q e P;, i = 1,N, pontos no espaco V, e «;, i = 1, N, nimeros que
verificam a condicao

N
Z a; = 1.
i=1

Chamamos combinacdo afim dos pontos P; com coeficientes «;, i = 1, N, ao
ponto P tal que

N
— —>

QP = ) a;QP;.
i=1

Na definicao anterior pode parecer que uma combinacao afim depende da escolha de
ponto Q. O teorema seguinte mostra que isto nao € assim.

Teorema 8.1

A definicao de uma combinacao afim nao depende da escolha do ponto Q.

Demonstracao. De facto, seja Q’ € V. Entao temos

N N
Q'P,:Za'ié,_f_’;:Za'i(QPi+Q’Pi+I_)i—§) :Zaiéﬁ,}-—kaé

N
i=1 i=1 i=1

Portanto, o ponto P’ construido através do ponto Q’, coincide com o ponto P. .

Para entender melhor o conceito de combinagao afim, vamos dar-lhe uma interpreta-
¢ao mecanica. Recordemos que baricentro ou o centro de massa € o ponto hipotético
onde toda a massa de um sistema fisico esta concentrada e que se move como se
todas as forgas externas estivessem ai aplicadas.

Definicao 8.3. Centro de massa

Sejam P;, i = 1, N, pontos de um espago afim V. A cada ponto esta atribuida
uma “massa” m; > 0,i = 1, N. Dizemos que um ponto P é o centro de massa ou
baricentro dos pontos P; se se verifica a igualdade

N

—_—
Z m,'PPi =0.
i=1

A ligacao entre esta definicao e a definicao anterior fica clara através do seguinte
teorema.
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O centro de massa tem as seguintes propriedades:

1. Se existe um ponto Q tal que

—P> . Zfil mi@’;; 81
= —ZN — (8.1)
i=1""

entao P é centro de massa dos pontos P;,i = 1, N;
2. O centro de massa esta definido de maneira Unica;

3. Se P é o centro de massa dos pontos P;, i = 1, N, entdo para qualquer Q
temos (8.1);

4. (Lei da alavanca ou lei de Arquimedes) Se P é o centro de massa de dois
pontos P e P, com massas mj € mo, entao

— —
m1|PP1| = ma|PPs; (8.2)

5. Sejam P o centro de massa dos pontos P;,i = 1, N, e S o centro de massa
dos pontos P;,i = 1, M, M < N. Entao, o centro de massa dos pontos S,
a que esta atribuido a massa u = Zﬁ‘il m,e Pi,i=M+1,...,N, com
massas m;, i = M + 1, ..., N, coincide com P.

Antes de demonstrar o teorema, fagamos a seguinte observacao. Fazendo

m;

N
i Mi

Q; =

em (8.1) vemos que o ponto P € uma combinacao afim dos pontos P; com coefici-
entes positivos. Nos problemas mecanicos e geométricos, os numeros m;, i = 1N,
sao normalmente positivos, mas em alguns casos podem ser negativos ou, até, com-
plexos. O Teorema 8.2 continua valido sempre que as somas Zf-V=1 m; e Zi"il m; Sao
diferentes de zero.

Vamos agora demonstrar o teorema.

Demonstracao.

1. Suponhamos que existe Q tal que se verifica (8.1), entao temos

2. A segunda afirmacao segue imediatamente de (8.1). De facto, escolhemos um
ponto Q. Entao, o ponto P esta completamente definido pela igualdade (8.1).

3. Esta propriedade do centro de massa é uma consequéncia imediata do Teo-
rema 8.1.
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4. Para o caso de dois pontos P; e P2 escolhemos Q = P. Entao, de (8.1) obtemos
—_— —_—
0 =mi PPy + maPPs.
Logo, temos (8.2).
5. Reescrevendo (8.1) como

—
M m;QP;

M N -7
5p Zl’il miﬁﬁ; (Zizl mi) TSM + Xy miQPi

N M N
Zizl m; Zi:1 m; + Zi:M—H mj

— N —
_ HOS Yoy miQP;

K+ ZJI\V/IH mi

>

onde u = Zf‘il m;, temos o pretendido.
[}

Vamos agora ver como o centro de massa pode ser utilizado na resolucao de proble-
mas geometricos.

Exemplo 8.1. O primeiro problema, que ja foi resolvido no primeiro capitulo utili-
zando o calculo vetorial, € mostrar que as medianas de um triangulo tém um ponto
de interse¢ao comum. Vamos agora apreciar a elegancia com que se demonstra este
facto utilizando o conceito do centro de massa. Esta demonstracao € da autoria de
Arquimedes. Consideremos os vértices P, Po e P3 de um tridngulo. A estes vértices
associamos massas iguais a um. Entao, pela lei de alavanca (parte 4 do Teorema 8.2),
0s centros de massa dos lados do triangulo sao os respetivos pontos médios do tri-
angulo. Pela parte 5 do Teorema 8.2, o centro de massa P do triangulo (que é Unico)
esta em cada uma das medianas (e divide as medianas na proporgao 1 : 2), isto é, as

medianas tém um ponto comum. 0

A resolucao do problema anterior € classica e quase dbvia. Mas como utilizar o mé-
todo do centro de massa para resolver outros problemas? Na utilizagao do método
do centro de massa é necessario distribuir adequadamente as massas entre os pontos
para ter o centro de massa no ponto que nos interessa.

Exemplo 8.2. Vamos demonstrar que as alturas de um triangulo tém um ponto co-
mum.

Para simplificar consideremos um triangulo com os vértices P1, P2 e P3 e angulos
agudos a, B e vy (veja a Fig. 8.1). Designemos por Hy, H» e H3 as bases das alturas.
(Na Fig. 8.1 sé esta mostrada a altura P, H;.) Utilizando a lei de alavanca vamos
tentar escolher as massas atribuidas aos vértices de modo a que as bases das alturas
sejam centros de massa dos lados do triangulo. Obviamente, temos

_— —_— _— —_—
|PsHyi| = |P1Ps|cosy e |PaHi| = |P1P2|cosp.
Portanto, ms e m3 tém de satisfazer a condicao

P P
m3|P1P3| Cosy = m2|P1P2| COSﬁ. (83)
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Figura 8.1

Triangulo com vértices
P1, P2 e P3 e angulos
agudos.

Figura 8.2

Triangulo com vértices
P1, P2 e P3 e um angulo
obtuso.

8. ESPACOS AFINS

P

H,

™ b
/)

P, H;

Analogamente obtemos as condicoes
—_— —_— _— —_—
m1|P1P2| cOSa = m3|P2P3|cosy e my|P1P3|cosa = ma|PaP3|COSS.

Existem massas que verificam todas as trés condicdes? A resposta € sim. Fazendo
my = 1, das ultimas duas condigdes encontramos

P ]
|P1 P3| cos a |P1 P3| cos a
=—— € myg=——F—.
|P2P3| cos B |P2P3| cosy
Substituindo estes valores na igualdade (8.3) obtemos a identidade

|P1P3||P1 P2l cosa |P1Ps||P1Pa|cosa

— f—
| P2 P3| |PoPs3|

Pela parte 5 do Teorema 8.2 o centro de massa do triangulo, P, pertence a cada uma
das alturas. Portanto, as alturas tém um ponto comum. Notemos que as massas neste
exemplo podem ser negativas quando um dos angulos do triangulo é maior do que
7. Por exemplo, se @ > 5 (veja a Fig. 8.2), as massas my € m3 sao negativas e o
ponto de intersecao das alturas esta fora do triangulo. Sugerimos ao leitor analisar

. ~ A - x
a situagao quando um dos angulos € igual a 3. .
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8.4. Coordenadas baricéntricas

Consideremos um espago afim V" e os pontos Py, Py, ..., P, nesse espaco. Supo-
nhamos que os vetores PyPq, PoPo, ..., PoP, sao linearmente independentes. Neste
caso, vamos dizer que o conjunto das combinagdes afins dos pontos P;, i = 0, n, com
coeficientes nao negativos € um simplex, que tem um papel importante na geometria.
Aos pontos P; chamamos vértices do simplex.

Seja Q € V™. Quando m;, i = 0, n, verificam somente a condicio Yi—omi = 1 (po-
dendo ter sinais arbitrarios), qualquer vetor @3 do espaco pode ser representado
(unicamente) na forma

0P = mQP. (8.4)
i=0

De facto, como os vetores PoP1, PoPs, . . ., PoP, sao linearmente independentes, exis-
tem numeros m;, i = 1, n, tais que

n
IW’ = Z m; Py P;.
i=1
Como

—_— = =

PoP; = PP; — PP,

multiplicando estas igualdades por m; e adicionando, obtemos

— L — —
PoP =Y m; (PPi - PPO) ,
i=1

ou seja
& — L —_—
0= > mPP,+|1- Zml) PP;.
i=1 i=1
Logo, temos
< .
0= Z m,-PPl-,
i=0
onde

n
mo =1 —Zmi.
i=1

Obviamente }}""_, m; = 1. Portanto, P é o centro de massa dos pontos P;,i = 0, n, com
massas (nao necessariamente positivas) m;, i = 0, n. Da terceira parte do Teorema 8.2
temos (8.4). Aos nimeros m;, i = 0, n, chamamos coordenadas baricéntricas do ponto
P. Estas coordenadas sao muito Uteis na resolucao de varios problemas.
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8.5. Subespacos afins

Recordemos que um conjunto L de um espaco linear X é subespago de X se L é um
espaco linear, isto é, se qualquer combinacao linear de vetores de L pertence a L.
Um subespago de um espaco afim vamos definir assim.

Definicao 8.4. Subespaco afim

Ao conjunto S ¢ V vamos chamar subespaco afim, se qualquer combinagao
afim dos seus pontos também pertence a S.

Consideremos um exemplo.

Exemplo 8.3. O conjunto
S ={xeR": Ax = b},

que contém todas as solugoes do sistema possivel Ax = b, € um subespaco afim. De
facto, sejam x; e Sea; € R,i = 1, N, tais que Zfil «a; = 1. Entao temos

N N
AZaix,- = Zaib = b.
i=1 i=1

O

Os subespacos afins de V podem ser caracterizados em termos de subespacos de X,
0 espaco de vetores de V.

Teorema 8.3

Seja S ¢ V um subespaco afim. Entao, todos os vetores P; P, tais que Py, P3 €
S formam um subespago L c X.

Demonstracao. Sejam Q, Py, P2, P{, P; € S e a, 8 € R. Entao, como
—eta+(1-p)+p=1,
existe P € S tal que
5P 55 =5 Y 57 5 > pr L Apl
QP = —aQP1 + QP2 + (1 - B)QP; + BOP; = aP1Py + BP{P; + QP;.
Portanto, temos que
g —_ —_— —>
aPi Py + BP; P, = QP - QP; = PP,
. . -~ . —> —__> r
ou seja, a combinagao linear dos vetores P1 P, e P| P, € um vetor formado por um par

de pontos de S. -

8.6. Aplicacgoes afins

Nos espacos afins, as aplicagoes lineares dos espacos lineares correspondem aplica-
¢oes afins dos espagos afins.
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Definicao 8.5. Aplicacao afim

Sejam V e W espagos afins. Os respetivos espagos de vetores sao X e Y. A
uma aplicagao A que transforma o espago V em W vamos chamar afim se ela
preserva as combinagoes afins no seguinte sentido. Sejam Q, P e P;,i = LN,
pontos no espaco V, e a;, i = 1, N, nimeros que verificam as condicdes
N N
Za'i =1 e @:Zaiéﬁ:.
i=1 i=1

4

Entao temos

Consideremos um exemplo.

Exemplo 8.4. Aaplicacdo A : V2 — V2 definida por A (x!, x?) = (x'4+-2x24-2, x2+2)

€ uma aplicacdo afim em V2. Esta aplicacdo corresponde a uma deformaco sequida

de uma translacdo e pode ser reescrita da forma A (x!, x?) = A(x', x%) + (2,2), onde

A € £(R? R?) definida por
A(xh x?) = (x! + 242 x2) (8.5)

€ uma aplicacao linear. -

A aplicacao afim faz corresponder a cada par de pontos Py, P2 € V um par de pontos
A(P1), A(P2) € W. Portanto, temos uma aplicacdo A que faz corresponder a um

— —_—
vetor PPy € X um vetor A(P1)A(P2) € Y.

A aplicagao

_

A(P1P3) = A(P1)A(P2)

é linear.

Demonstracao. Tal como na demonstragao do Teorema 8.3, consideremos Q, P1, Po,
P, P, € VeapeR SejaP eV acombinagao afim dos pontos Py, P2, P}, P, com
coeficientes —a, a, (1 — B), B. Entdo temos

Py =5 =D Y] Py =Y > Dl L D
QP = —aQP1 + QP2 + (1 - B)QP] + BOP; = aP1Py + BP{ P, + QP;.
Daqui resulta que

5B AP P — OB _ P — P D
aP1P; + BP|Py = QP — QP, = P;P. (8.6)
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A aplicagao afim A preserva as combinacodes afins. Logo, temos

A(Q)A(P) = —aA(Q)A(P1) + aA(Q)A(P2) + (1 - B)A(Q)A(P])

+ BA(Q)A(Py) = aA(P1)A(P2) + BA(P]) A(P;) + A(Q)A(PY).

Daqui obtemos

aA(P1)A(P2)+BA(P))A(P)) = A(Q)A(P)-A(Q)A(P]) = A(P])A(P). (8.7)

Como

_—

A(P1P3) = A(P1)A(P2),

A(P{Py) = A(P)A(P;) e
Py =Ny ey Sy
A(Plp) = ﬂ(Pﬂﬂ(P)’

das igualdades (8.6) e (8.7) temos

!’ ’ /! ’
A(aP1P2 + BP]P)) = aA(P1P3) + BA(PPy).
| ]

Notemos que, no Exemplo 8.4, a aplicagao linear A, induzida pela aplicagao afim A,
€ dada pela formula (8.5).

8.7. Cadeias de Markov’

Os espacos afins sao um ambiente natural para resolver varios problemas vindos de
diversas areas de conhecimento. Nesta seccao vamos ver um destes problemas — as
cadeias de Markov.

Consideremos um sistema que pode estar num de n estados e em que a probabilidade
de transicao do estado j para o estado i depende s6 do estado j e é igual a a{. Como
o0 sistema chegou ao estado j nao tem importancia. A este processo estocastico
damos o nome de Cadeia de Mdrkov. Obviamente 3", a{ =1, j = 1,n, porque a
probabilidade de transicao para um dos estados € igual a um.

Dizemos que a matriz

1 n

a a

A= :
a, ay

€ estocdstica se a{ >0eX a{ = 1 para j = 1,n. Notemos que, se as coordenadas
do vetor
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verificam as condicoes
pi >0,i=1n e pi =1, (8.8)

entdo as coordenadas do vetor Ap também verificam (8.8). De facto, a primeira con-
dicao é dbvia e relativamente a segunda temos

NTEDDNTES NI

i=1j= j=1i= j=1

Seja o vetor p, que verifica (8.8), uma distribuicao inicial de probabilidades, isto &, no
momento inicial de tempo, o sistema esta no estado i com probabilidade p, i = 1, n.
Com o passar do tempo, esta distribuicao de probabilidades evolui de acordo com a
sucessao de vetores

Ap,Azp,...,Akp,....

Vamos, agora, estudar algumas propriedades das matrizes estocasticas e das cadeias
de Markov.

Sejam e;, i = 1, n, 0s vetores da base candnica em R”. Consideremos o simplex
n n
Y= {p = Zp’ei pt> O,Zp’ = 1}
i=1 i=1

e uma matriz estocastica A = (a]) de dimensées n xntal que @ > a > 0,i,j = 1,n.
Obviamente, a < % De facto, caso contrario, a soma dos elementos de uma coluna
de A seria superior a 1.

Notemos que, nesta nossa consideragao, temos estruturas de um espaco afim que
foram introduzidas neste capitulo: o espago de pontos € R", o respetivo espaco de
vetores € o mesmo R”", o conjunto

= {p = Zn]piei : Z”:pi = 1}
i=1 i=1

€ um subespaco afim e a aplicacao A é uma aplicacao afim que deixa o subespaco
afim S invariante, isto é, AS c S.

Vamos estabelecer uma propriedade importante da aplicagao A. Recordemos que a
definicdo danorma |- |; €

n
el = > 1],
i=1

Lema 8.1

Para quaisquer vetores p, g € X temos a desigualdade

|A(p—q)h < (1-a)lp-qh.
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Demonstracao. Sejam p, g € 3. Consideremos os conjuntos de indices
Jr={jp-d >0y e J={j:p/-¢ <0}

Como

0= -d)= D W -d)+ D (W -d),
i=1

jeJt jeJ~

estes conjuntos nao sao vazios sempre que p # g. Como

anlpf—qfl = > (W -d)+ D (@ -p)
j=1

jeJt JjeJ-
e
2, =d)= ) ~p)
jeJt jeJ~
temos
S -g)= Y@= =52 gl
jer+ jer- =1

Definamos, ainda, os conjuntos de indices

r=li Y W g5 Y e )

jeJt jeJ~-

I~ =1i: Z a‘{(pi—qj)< Za{(f]‘i—Pi)

jeJt jeJ~

O conjunto /™ nunca é vazio. De facto, a igualdade /™ = 0 implica que para todo
i = 1,n temos

DdW -d) < ) dd -p).

jeJ+ jeJ-

Adicionando estas desigualdades, obtemos

S S gy <Y Y dld ),

i=1jeJ+ i=1jeJ-
ou seja,
n n .
_ J (i
0=>"Nd(p -4) <0
i=1j=1

0 que é uma contradicao.
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Suponhamos que I~ = 0. Entao temos

< S - ) = Z(pf—qw:%;ww<<1—a>|p—q|1.

i=1jest jeJ+

Agora consideremos o caso quando /- # 0. Entao temos

Za{<1—a e Za{<1—a, j=1n,

ielt iel™

pelo que

i=1 jeJt+ jeJ~
S IDIACETIEDIIACEYD
ielt jeJt iel- jeJ-
<(l-a) ) (P -d)+(1-a) ) (@ -p)=(1-a)lp-4qh.
jeJt JeJ~

0 que demonstra o lema.

Vamos agora demonstrar o resultado principal desta seccao. Na demonstragao vamos
recorrer a métodos de Analise Matematica (os resultados de Algebra Linear sio muito
utilizados em Analise Matematica mas o contrario também é util).

Seja p € 3. Entdo, a sucessao Akp, k = 1,2, ..., converge para um vetor p € 2
que verifica

Ap = p,

isto &, p € um vetor préprio da matriz A com o valor préprio um. Este vetor é
Unico e as suas coordenadas sao positivas.
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Demonstracdo. Mostremos que a sucessdo A¥p verifica a condicao de Cauchy. De
facto, seja € > 0. Entao, do lema anterior, temos

|AHp — AFply = 1AM (ATp - p)lL < (1= a)*|A'p - ply
=(1-a)f|Alp-A"Tp+ AT p— AP p 4 — Ap+ Ap - phy
< (1-a)*(1A"p - A7 ply + 1A p = A72ply + -+ + |Ap - pl)

<(1-a)*((1-a)"MAp—pl + (1 -a)'?|Ap — pl1 + -~ + |Ap ~ pl1)
= 1-a)k
<= Y 1-aiap-ph = T L ap-ph <
1=0
sempre que k é suficientemente grande. (Aqui utilizamos a féormula para a soma
da progressdao geométrica infinita com o coeficiente (1 — a) < 1.) Portanto, existe
limg e A¥p = p. Como A*p € 3 temos que p € X. Passando ao limite na igualdade

A(Akp) — Ak+1p,

obtemos Ap = p. Agora, suponhamos que em X existe p # p, um outro vetor préprio
da matriz A correspondente ao valor proprio um. Entao temos

p = ply = |Ap — Aply = |A(p - p)lr < (1 - a)lp - pl,

0 que é uma contradi¢cao. Como todos os elementos da matriz A sao positivos, todas

as coordenadas do vetor p sao positivas. -

O exemplo que vamos ver a sequir faz uso do seguinte corolario.

Corolario 8.1

Suponhamos que A é uma matriz estocastica e existe k > 1 tal que todos os
elementos da matriz AF s3o positivos. Entdo, existe p, um vetor proprio da
matriz A com o valor proprio um. Este vetor é Unico e as suas coordenadas sao
positivas.

Demonstracdo. Como a matriz A é uma matriz estocastica obvimente a matriz A*
também o é. Pelo Teorema 8.5, existe um Unico vetor p € 3 com coordenadas posi-
tivas, tal que

Akp = p.
Logo, temos
Ap = A(A*p) = A¥(Ap).

Entdo, Ap € ¥ é um vetor proprio de A¥ com o valor préprio um. Sabemos que este

vetor é unico. Portanto, temos Ap = p. -
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A Teoria das Cadeias de Markov tem muitas aplicagoes. Consideremos um exemplo
vindo da genética.

Exemplo 8.5. O tipo mais simples de heranca de caracteristicas em animais ocorre
quando uma caracteristica é governada por um par de genes, cada um dos quais
pode ser de dois tipos, por exemplo, G e g. Um individuo pode ter uma combinacao
GG ou Gg (que é geneticamente o mesmo que gG) ou gg. Muitas vezes os tipos GG e
Gg sao indistinguiveis em aparéncia, e entao dizemos que o gene G domina o gene
g. Dizemos que um individuo é dominante se tiver genes GG, recessivo se tiver gg e
hibrido se tiver genes Gg.

No acasalamento de dois animais, os descendentes herdam um gene do par de cada
progenitor, e a suposicao basica da genética é que esses genes sao selecionados ale-
atoriamente. Esta suposicao determina a probabilidade de ocorréncia de cada tipo de
descendente. O descendente de dois progenitores dominantes deve ser dominante,
de dois progenitores recessivos deve ser recessivo e de um dominante e um reces-
sivo deve ser hibrido. No acasalamento de um animal dominante e um hibrido, cada
descendente deve obter um G do primeiro e tem chances iguais de obter G ou g do ul-
timo. Portanto, ha uma probabilidade igual de obter um descendente dominante ou
hibrido. Novamente, no cruzamento de um recessivo com um hibrido, ha uma chance
igual de obter descendente recessivo ou hibrido. No acasalamento de dois hibridos,
o descendente tem chances iguais de obter G ou g de cada progenitor. Portanto, as
probabilidades sdo % para GG, 1 para Gg e 1 para gg.

Consideremos uma sucessao de acasalamentos. Comegamos com um animal cujo
carater genético é conhecido e acasalamos com um hibrido. Assumimos que ha pelo
menos um descendente. Um descendente é escolhido aleatoriamente e é cruzado
com um hibrido e este processo é repetido por varias geragoes. O tipo genético do
descendente escolhido em geragdes sucessivas pode ser representado por uma cadeia
de Markov. Os estados sao dominante, hibrido e recessivo e indicados por GG, Gg e
gg, respetivamente. A respetiva matriz de transicao é

S
O NI= Nl
L Ll I
Nl= = O

Esta matriz contém zeros, mas o seu quadrado, A2, tem todos os elementos posi-
tivos. E facil verificar que o Unico vetor préprio desta matriz A, correspondente ao
valor préprio um e que representa a distribuicao final de probabilidades de obter as
combinacdes GG, Gg e gg, é

pA:

Ll S N [

A analise deste tipo é muito Util para o trabalho dos criadores de gado ou de novas

variedades de cereais e outras culturas. -
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9.1. Introducao

Até agora, nos espacos Euclidianos, trabalhamos s6 com fungdes lineares e aplicacoes
lineares. Neste capitulo vamos estudar uma classe de funcdes nao lineares. Depois
das funcoes lineares ax, as funcdes mais simples sdo as funcdes quadraticas ax?. No
caso de espacos de dimensao maior do que um, a funcao mais simples a sequir a
fungao linear {(a, x) é a fungao

flx) = i ia{xixj.
i=1j=1

Estas fungoes, chamadas formas quadrdticas, desempenham um papel muito impor-
tante em muitos ramos da Matematica.

9.2. Formas quadraticas e matrizes

Sejam X um espago Euclidiano real de dimensdo n e A € £(X,X) uma aplicagao
linear simétrica. Consideremos uma base ortonormal & = {eq,...,e,}. Nesta base,
a aplicagao A corresponde a matriz simétrica

1 2 . n
a, @ a
a% ag .« . ag
A=
ay a; an

A forma quadratica
n n X
= 3 al
i=1j=1
pode ser escrita utilizando o produto escalar como
f(x) = (x, Ax),
ou ainda, considerando x como vetor-coluna, como
f(x) = x"Ax.

Temos entao trés maneiras de representar uma forma quadratica. No que se segue
vamos utilizar todas estas representacoes, escolhendo aquela que é mais adequada
a questao que esta a ser considerada.

Consideremos uma aplicagao linear Q invertivel. Recordemos a formula da matriz
transposta de um produto de matrizes: (AB)T = B'A". Fazendo x = Qy, obtemos

f(x) = £(0y) = (Qy)'AQy = y' (0" AQ)y = y'By,
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onde B = Q" AQ. Portanto, ap6s a mudanca de variavel x = Qy, a matriz da forma
quadratica transforma-se segundo a regra

B =0 AQ. (9.1)
Vamos agora ver como se transforma a matriz de uma forma quadratica quando fa-

zemos uma mudanca de base.

Na base ortonormal &, a forma quadratica f corresponde a matriz simétrica Ag. Pas-
sando a base ¥ = {fi,..., f,}, definida como fi = Pex, k = 1,n, onde P é uma
aplicagao linear invertivel, temos que a relagao entre os vetores x na base & e y na
base ¥ é

x = Py.

A matriz da aplicacao A na base ¥ tem a forma

Ay = P tAgP.
Logo,
Ag = PA#P7L,
pelo que
(x,Agx) = (x, PAsP 'x) = (Py, PAsP~'Py) = (y, P' PAsy). (9.2)

Assim temos a relacao entre as matrizes da forma quadratica nas bases & e ¥. A
matriz P'P é a matriz de Gram construida de produtos escalares das colunas (ou
linhas) da matriz P.

Suponhamos que a base ¥ € ortonormal. Entao, o produto escalar dos vetores

x= anf"ei e y= Zn:nfej
= =

éigual a
(x,y) = <Z Eei, Z njej> = iffn" = <Z & fi Z nff,->
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
= <Zn1 §iPel-, Zn: anej> = (Px, Py).
i=1 j=1

Portanto, neste caso, a aplicagao P preserva o produto escalar e, logo, € uma apli-
cac3o ortogonal. A matriz inversa de P é P', e o ultimo termo da igualdade (9.2)
transforma-se em

(, P'PAzy) = (3, Ary) = (y, P' AgPy).

Portanto, a mudancga de variaveis x = Qy numa forma quadratica (x, Ax) significa
passar de uma base ortonormal para uma outra base ortonormal.

17
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9.3. Diagonalizacao

Fazendo uma mudanca de variavel, alteramos a matriz da forma quadratica. E sempre
interessante encontrar variaveis com as quais a matriz tem a forma mais simples
possivel, uma forma diagonal.

Seja uma forma quadratica

flx) = Zn:ia{xixj.

i=1j=1

Entao, existe uma matriz Q invertivel tal que a matriz Q' AQ é diagonal.

Demonstracao. O teorema é débvio no caso de espacos de dimensao n = 1, pois
qualquer forma quadratica tem a forma ax?. Suponhamos que o teorema ja esta
demonstrado para espacos de dimensao menor do que n. Consideremos uma forma
quadratica

n n
flx) = Z Z alx'x/.
i=1j=1
Suponhamos que a} # 0. Entao, a forma quadratica

1
g(x) = f(x) - a—l(a}x1 +ai 4 d)?, (9.3)
1

como é facil de ver, ndo depende de x!. De facto, os termos do quadrado

—(ajx! +a?x* + -+ alxm)?
a

—_ =

que tém a variavel x! formam a soma
ajxtxt +2a2 x4 o+ 200X

Portanto, fazendo

yh= a%x1 + a%x2 +--+afx" e ye=xkk=2n, (9.4)
obtemos
1 1
F) = =02 +8(0) = (017 +80% 5%y,
1 1

Pela hipétese da inducao, sem perda de generalidade, a forma g(y% y3,...,y") jatem
matriz diagonal. Como a} # 0, sabendo y¥, k = 1, n, de (9.4) podemos encontrar x*.
Portanto, a matriz de transicdo das variaveis x* para as variaveis y* ¢ invertivel.

Consideremos agora o caso quando a,’§ =0, k = 1,n. Existe pelo menos um coefici-
ente ;" # 0. Suponhamos que a% # 0. Introduzindo as coordenadas z*

=2 =t e F=xKk=3n (9.5)
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obtemos uma forma quadratica onde o termo a?x'x? toma a forma
Qa%xl)c2 = 2a%(z1)2 - 261% (z%)2

pelo que a matriz de transicdo (9.5) das variaveis x para as variaveis z* é invertivel.
Em variaveis z* a forma ja tem termos com quadrados das variaveis e podemos aplicar

o raciocinio anterior. -

O método utilizado na demonstragao deste teorema é conhecido pelo método de di-
agonalizag¢do de formas quadrdticas de Lagrange.

Ha varias possibilidades para diagonalizar uma forma quadratica. Uma dessas possi-
bilidades, vantajosa em muitos aspetos, € através de matrizes ortogonais.

Teorema 9.2

Seja A uma matriz simétrica. Entdo, existe uma matriz ortogonal Q tal que
0" AQ é uma matriz diagonal.

Demonstracdo. Seja A € £(X, X) uma aplicagdo simétrica cuja matriz é A. Conside-
remos a matriz Q cujas colunas ex, k = 1, n, s3o os vetores proprios da aplicacio A e
que formam uma base ortonormal em X (veja o Teorema 7.3). E facil ver que 0'0=1,
ou seja, a matriz Q é ortogonal. A matriz A nesta base é diagonal:

A 0 - 0
0 2
0740 =0"40=0" (her -+ den) =| . :
0
0 --- 0 2,

onde A, k = 1, n, sdao os valores proprios que correspondem aos vetores proprios e,

k=1,n.
||

Vamos aplicar a teoria desenvolvida para diagonalizar a matriz de uma forma qua-
dratica.

Exemplo 9.1. Consideremos a forma quadratica
Flxh 2% x3) = (21?2 F4xtad 4+ (62)% + 2x2x3 + 4(x3)2

A matriz desta forma quadratica €
1 0 2
A=|0 1 1].
2 1 4

Existe um ndmero infinito de aplicacoes lineares Q que diagonalizam a forma quadra-
tica e o numero de resultados da diagonalizagao também € infinito. De facto, se em
coordenadas y = Qx a matriz da forma quadratica é diagonal, ela é também diagonal
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em coordenadas y’ = DQx, onde D é uma matriz diagonal. Vamos diagonalizar a
matriz utilizando trés processos.

Primeiro, vamos diagonalizar a forma quadratica utilizando o método de Lagrange.
Juntamos os termos com x! e adicionamos e subtraimos os termos necessarios para
obter um quadrado completo:

F= (212 4 4 4+ 4(x3)2 — 4(6%)2 + ()2 + 20243 4 4(xP)?2
= (x' +2x%)? + (x%)% + 22743,
Fazendo y! = x! 4 2x3 temos
f=0"2+ ()2 +2(x2)x5.

Agora juntamos os termos com x2 e adicionamos e subtraimos os termos necessarios
para obter um quadrado completo:

£= 612 (622 4 2637 4+ (D)2 = ()2 = (51)2 + (o2 4 )2 = ()2
Fazendo y? = x2 + x3 e y? = x> chegamos a forma quadratica diagonalizada:
FOLYAYY) = 01+ (72 - (%)%
A matriz da respetiva mudanca de coordenadas y = Qx é

1 2
0=10 1.
0 1

o = O

A sua inversa, P = Q™! que corresponde @ mudanca de coordenadas x = Py é

1 0 -2
P=[0 1 -1].

0 0 1
QOutro método € baseado nas operacoes elementares sobre matrizes. Recordemos
que as operagoes elementares (multiplicacdo de uma linha ou coluna por um nu-
mero, adigao de uma linha ou coluna a uma outra e troca de linhas ou colunas) sao
equivalentes a multiplicagao a esquerda ou a direita da matriz por matrizes M (i, 1),
S(i,j) e T(i,j) (veja a Seccao 5.5). Os determinantes destas matrizes sdao 4, 1 e —1,
respetivamente. Portanto, é possivel procurar a mudanca de coordenadas x = Py

construindo a matriz P como um produto das matrizes de operacoes elementares:
P =E;...E,. O objetivo é obter uma matriz diagonal D tal que

f = (x,Ax) = (Py, APy) = (y, P' APy) = (y, Dy).

Em termos praticos isto significa que é necessario aplicar as mesmas operagoes ele-
mentares as linhas e as colunas por forma a diagonalizar a matriz A. Fazendo,
em paralelo, as mesmas operagdes com as colunas da matriz I obtemos a matriz
P = E;...E,. Vamos aplicar este método a diagonalizacao da forma quadratica f.
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Para o fazer, tal como na Secgao 3.3, onde foram introduzidas as notagoes para as
operacoes elementares com linhas, é util introduzir as respetivas notacoes para as
operagoes com colunas. A troca da i-ésima coluna com a j-ésima coluna vamos de-
notar por ¢; <> c¢; e a substituicao da i-eésima coluna pela soma da j-ésima coluna
multiplicada por a e da k-ésima coluna vamos denotar por ¢; « ac; + cx. Entao, o
algoritmo de diagonalizacao de formas quadraticas € o seguinte. Primeiro construi-
mos a matriz (A|I). A seguir aplicando as operagdes elementares vamos obter uma
sequéncia de matrizes (A¢|Py), k = 0, K, onde (Ao|Po) = (A|l) e (Ag|Px) = (D|P).
Nesta construcao aplicamos as mesmas operagoes elementares as linhas e colunas
da matriz Ax e sé as colunas da matriz Py.

Vamos agora ver como isto funciona no caso do nosso exemplo. Comegamos por
construir a matriz

1 0
(All)={0 1
2 1

=~ = DN

1 0 0
0 1 O0Of.
0 0 1

Efetuamos as operagoes elementares I3 « I3 — 211 e ¢c3 « ¢3 — 2¢1. Como resultado
temos a matriz

10 01 0 -2
01 1 0 1 O
01 0 0 0 1

(transformamos as linhas e colunas da matriz A e so6 as colunas da matriz I). Depois
das operacgoes I3 « I3 — Is € ¢3 « c¢3 — c2, chegamos ao resultado

10 0 1 0 -2
opP)=lo 1 0o 0o 1 -1|.
00 -1 0 0 1

Pode acontecer que durante o processo de diagonalizagao pelo método de Lagrange
chegamos a situacdo quando sé restam os termos x’x/, i # j. Neste caso é necessario
utilizar a mudancga de coordenadas (9.5)

x=z7-7Z e X =7+7.

Por exemplo, em caso da forma ¢ = 2x'x2, fazendo x* = z! —z2 e x2 = 7! + 72 obte-
mos ¢ = 2(z')? - 2(z%)2. Na diagonalizacdo pelo método de operacdes elementares
a esta situagao corresponde uma matriz que tem forma

D" 0
0 A
onde D’ é uma matriz diagonal e a matriz A’ tem na diagonal somente zeros. Neste

caso € necessario fazer troca de linhas e colunas (na matriz correspondente a I so
de colunas) ou, usando outras operagoes elementares, transformar a matriz A” a uma
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matriz com pelo menos um elemento nao nulo na diagonal. Por exemplo, no caso da
forma quadratica ¢, as operagoes [; < [; + I e ¢ « ¢1 + ¢ aplicadas a matriz

0 1 1 0
1 0 0 1
resultam na matriz
2 1 1 0
10 1 1/
e depois das operagoes elementares Iy « I — %ll €cy «— o — %cl obtemos
2 0 1 -4
0o -+ 1 i)

O terceiro método que vamos utilizar baseia-se na construgao da base ortonormal
formada pelos vetores proprios da matriz A. A equacao caracteristica da matriz A é

1-2 0 2
O=detf 0 1-a 1 |=(1-2)(*-52-1).
2 1 4-2
Portanto, os valores proprios sao 11 = 1, 1o = %ﬁ el = 53@. Os respetivos
vetores proprios normalizados sao
1 2 2
1 V2 V2
vi=—7|-2ve=—F——o| 1 e v3=——o—=| 1 |.
V5 V29 +3V29 | 5, y35 V29 -3V29 | 5_ysg
-2

[\

Na base formada pelos vetores préprios a matriz da forma quadratica é

1 0 0

0 5+£/@ 0
5-v29

0o o0

As colunas da matriz P sao os vetores vy, vo € v3.

9.4. Leide inércia

Como ja sabemos, uma forma quadratica real
n n
— Tl
=33 dia
i=1j=1

pode ser diagonalizada aplicando uma mudanca de variavel x = Cy com det(C) # 0,
vindo

1) = 3 HOR
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Fazendo
1k k
—2z", seb; #0,

zx, se bk =0,

obtemos a forma
£ =D sk
k=1

onde s{ = +1 ou s* = 0. Esta observagao leva-nos & seguinte definigao.

Definicao 9.1. Forma candnica, caracteristica e assinatura

Dizemos que uma forma quadratica esta na sua forma candnica se esta escrita
como

onde s{ = 1 ou sk = 0.

Ao numero de coeficientes ndao nulos damos o nome de caracteristica da forma
quadrdtica e chamamos assinatura da forma quadrdtica a diferenca entre o nu-
mero de coeficientes s’,i positivos e negativos.

Para ilustrar a utilidade e a importancia desta definicao, consideremos um exemplo.
Seja f a forma quadratica

f(xl, x2, x3) = 2xtx? — 6x2x3 + 24153,
A aplicacao linear

1,1
=Syt 532+ 3y

SR

1, 1
2 14 1o 3
= oyt-gy =y
=7

transforma f(x!, x2 x3) em

FOM 2% = 500 = 507 + 607
Entdo, a forma candnica de f €

F(zh 22 2%) = (292 = (22)? + (8)2.
Por outro lado, a aplicagao linear

P

=yt -y? -2y

B =2
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transforma f(x!, x2, x3) em
FOEYEYY) =200 +6(y%)% - 8(3%)%
Neste caso, temos uma outra forma canénica
L2228 = (292 + ()2 - (B)2.

O que tém estas formas em comum? A resposta é dada pelo teorema conhecido como
lei de inércia.

Teorema 9.3. (Lei de inércia)

O numero de quadrados positivos e negativos numa forma candnica de uma
forma quadratica real ndao depende da aplicacao linear real invertivel que é
utilizada para transformar a forma quadratica nessa sua forma canodnica.

Demonstracio. Consideremos a matriz real simétrica A de ordem n e a matriz C' AC,
tal que existe a matriz inversa C~!. A dimensdo do nlcleo da matriz A coincide
com a dimensao do nucleo da matriz C' AC. Portanto, as caracteristicas das formas
quadraticas correspondentes a estas matrizes sao iguais.

Suponhamos que uma forma f é transformada em duas formas candnicas através de
duas mudancas de variaveis distintas y(x) = Px e z(x) = Qx com matrizes P e Q
invertiveis. O resultado destas transformacoes é

D24+ R =M= = (07)? (9.6)

(21)2—|—"'+(21)2—(Zl+1)2—"'—(2r)2. (9.7)

As respetivas assinaturas destas formas candnicas sdo k — (r — k) e I — (r — ). Supo-
nhamos que k < [. Consideremos o sistema

yix)=0,...,"(x) = 0,2 (x) =0,...,2(x) =0,...,2"(x) = 0. (9.8)
Este sistema homogéneo tem n — [ + k equacdes e n variaveis x!, ..., x*. Portanto,
o sistema tem uma solugdo ndo trivial @ = (a!,...,a"). Fazendo x = a obtemos

y = y(@) e z = z(@). Entao, de (9.6), (9.7) e (9.8) segue

~(*H2(@) == (y)2(a) = (2H2%(a) + - - + (z)?(a).
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Juntamente com (9.8) isto implica que z(a@) = 0. Portanto, o sistema de n equagdes
lineares

com matriz invertivel, tem uma solucao nao trivial x = @, 0 que é uma contradicao.

Portanto, k > [. Analogamente mostramos que [ > k. -

A lei de inércia permite responder a pergunta quando uma forma quadratica pode,
através de uma mudanga de variaveis invertivel, ser transformada numa outra.

Corolario 9.1

Sejam A e B duas matrizes simétricas. As caracteristicas e assinaturas das
formas quadraticas f(x) = (x,Ax) e g(x) = (x, Bx) coincidem, se e s6 se
existe uma mudanga de variaveis invertivel definida pela matriz Q tal que B =

0" AQ.

Demonstracao. De facto, existem matrizes invertiveis Q4 e Qp tais que as matrizes
T T
Ca=0,A04 e Cp=0QgBOp

tém forma candnica. Como as caracteristicas e assinaturas das formas quadraticas f e
g coincidem, a diferenga entre C4 e Cp é s6 na ordem em que aparecem os elementos
diagonais. Uma delas pode ser obtida da outra atraves da reordenagao das variaveis.

Esta reordenagao é uma mudanca de variaveis invertivel. .

9.5. Formas quadraticas definidas positivas

Existe uma classe de formas quadraticas muito importante — as formas que tomam
valores positivos quando x # 0. Estas formas aparecem em muitos problemas prati-
cos e o estudo das suas propriedades € necessario para a resolucao desses problemas.

Defini¢ao 9.2. Forma quadratica definida positiva

Dizemos que a forma quadratica
f(x) = (x, Ax)

€ definida positiva se
(x,Ax) >0

para todos os vetores x # 0.

Quando a forma quadratica é definida positiva, vamos dizer que a respetiva matriz A
também é definida positiva.

Apresentamos agora dois critérios para verificar se uma matriz é definida positiva.
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Teorema 9.4

Uma forma quadratica é definida positiva se e s6 se a sua diagonalizagao tem
todos os coeficientes bﬁ positivos.

Demonstracdo. Seja a forma quadratica f(x) = (x, Ax). Pelo Teorema 9.1 existe uma
matriz Q invertivel tal que passando as variaveis y = Q~'x a matriz B = Q' AQ é
diagonal. Como

0 < (x, Ax) = (Qy, AQy) = (».0"AQy) = > b (¥*)2,
k=1

concluimos que f é definida positiva se e s6 se a sua diagonalizacao tem todos os

coeficientes b’,z positivos. -

O seguinte teorema da-nos uma condicao necessaria e suficiente para uma forma
quadratica ser definida positiva baseada no calculo de determinantes.

Teorema 9.5. (Critério de Sylvester)

A forma quadratica

flx) = ZZa{xixj

i=1j=1

€ definida positiva se e sO se os determinantes das matrizes com elementos
(a{), i,j =1k, k=1,n,0u seja, os determinantes

1 2 n
al al ) al
1 2 1 2 n
a a a2 a2 .. a2
aj, det[ b Tl ... det , (9.9)
al a2 :
2 2 :
1 2 n
an an an

sao todos positivos.

Demonstracao. O teorema € 6bvio no caso de espagos de dimensao n = 1, pois
qualquer forma quadratica tem a forma ax2. Suponhamos que o teorema ja esta
demonstrado para espacos de dimensao menor do que n. A forma quadratica

flx) = Z Z a{xixj

i=1j=1

pode ser representada como

flx) =gt ., x" ) +2 Z alx'x" + a(x")?, (9.10)
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Obviamente os determinantes

1 2 n-1
a a a;
a;, det ,...,det (9.11)
al 42 : : - :
2 2 . . . .
1 2 n-1
an—l an—l an—l

da matriz da forma g coincidem com os respetivos primeiros n — 1 determinantes da
matriz A. Notemos ainda que

det(Q'AQ) = det(Q") det(A) det(Q) = (det Q)? det(A). (9.12)

Portanto, o sinal do determinante da matriz de uma forma quadratica mantém-se
quando se faz uma mudanca de variaveis.

Suponhamos que a forma quadratica f é definida positiva. Considerando so vetores
com x" = 0 chegamos a conclusao que a forma g também € definida positiva. Logo,
todos os determinantes (9.11) da matriz da forma g e, portanto, os respetivos primei-
ros n — 1 determinantes da matriz A sao positivos. O determinante de A é positivo
porque gragas ao Teorema 9.1 existem variaveis com as quais a forma f tem uma
matriz diagonal B com todos os elementos diagonais positivos. De (9.12) vemos que
o sinal do determinante de A coincide com o sinal do determinante de B.

Suponhamos agora que todos os determinantes (9.9) da matriz A sao positivos. Logo,
sao positivos todos os determinantes (9.11) da matriz da forma g e pela hipotese
da inducdo esta forma é definida positiva. Pelo Teorema 9.1 existem variaveis y*,
k = 1,n— 1, tais que a forma g tem uma matriz diagonal com todos os elementos
diagonais b’,z positivos. Fazendo y" = x” e utilizando (9.10) vemos que nas variaveis
y* a forma f se escreve como

n-1
:Zbllz( +QZC yEY" 4 b (y")?
k=1

(os valores exatos dos coeficientes ¢! nao tém importancia). Notemos que

n-1 n—-1 n—1 2
PR +2 ) ey + b = Y bk (v + bky +e(y™)?
k=1 k=1 k=1
onde
n-1 (cn)2
__n k
c=>b, - ];1 b’,z .

Portanto, em variaveis

k:yk+bky k=1Ln-1 e Z"=y"

representamos a forma f como

n-1
= > bR 4 (2" (9.13)
k
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Mostremos que ¢ > 0. O determinante da matriz da forma (9.13) é b1b3 - - c. Este
determinante € positivo porque a forma (9.13) é obtida como resultado de duas mu-
dancas de variaveis e, segundo (9.12), tem o sinal do determinante da matriz A que
€ positivo. Como b’,ﬁ >0,k = 1,n—1, vemos que ¢ > 0. De (9.13) obtemos que a

forma f é definida positiva. -

Na resolucao de um problema muitas vezes é necessario definir uma estrutura Eu-
clidiana no espaco, ou seja, definir um produto escalar. A escolha deste produto
escalar depende de nos e deve ser adequada ao problema que estamos a resolver.
Uma maneira de fazer isto é através de formas quadraticas definidas positivas. Mais
precisamente, seja f(x) = (x, Ax) uma forma quadratica definida positiva. Entao,
usando a matriz A podemos definir um outro produto escalar no espaco segundo a
férmula

(x,y)a = (x, Ay).

E facil verificar todas as propriedades do produto escalar.

Também é utilizada a sequinte terminologia.

Definicao 9.3. Forma quadratica definida negativa

Dizemos que a forma quadratica
f(x) = (x, Ax)

€ definida negativa se
(x,Ax) <0

para todos os vetores x # 0.

Quando a forma quadratica é definida negativa, vamos dizer que a respetiva matriz
A também é definida negativa.

Definicao 9.4. Formas quadraticas semidefinidas

Dizemos que a forma quadratica

f(x) = (x, Ax)
€ semidefinida positiva (negativa) se

(x,Ax) 20 (<0).

Quando a forma quadratica € semidefinida positiva (negativa), vamos dizer que a
respetiva matriz A também é semidefinida positiva (negativa).



ALGEBRA LINEAR DO PONTO DE VISTA GEOMETRICO

9.6. Diagonalizacao simultanea de um par de formas
quadraticas

Consideremos um par de formas quadraticas f(x) = (x, Ax) e g(x) = (x, Bx). Su-
ponhamos que a forma f é definida positiva. Mostremos que existe uma mudanga
de variaveis que diagonaliza simultaneamente ambas as formas. Este facto € muito
importante no estudo de pequenas oscilagoes de sistemas mecanicos e na sua de-
monstracao as aplicagoes ortogonais tém um papel importante.

Teorema 9.6

Sejam f(x) = (x,Ax) e g(x) = (x, Bx) formas quadraticas das quais f &
definida positiva. Entao, existe uma mudanga de variaveis que diagonaliza
simultaneamente ambas as formas.

Demonstracao. Seja P uma matriz que diagonaliza a matriz A, ou seja, tal que

ai 0 0

0 PR
Plap=|" “ :

0 0 a,

ar > 0, k = 1,n. A matriz P pode ser obtida, por exemplo, através do método
de Lagrange (veja o Teorema 9.1). A composicao da aplicagao com matriz P e da
aplicagao com a matriz

1
&= 0 0
1
S = O @
: ’ 0
1
0 o0 =

transforma f numa soma de quadrados de variaveis
FO) =0+ + 0"

isto é, em variaveis y introduzidas como x = SPy temos a matriz da forma f igual a
matriz identidade P'S' ASP = I. Nestas variaveis, g tem forma

g(y) = (3 Gy).
Agora consideremos uma aplicagao ortogonal y = Qz que diagonaliza g(y)

h(z) = ui(z")? + -+ un (")
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Aqui u, k = 1,n, sdo os valores proprios da matriz G. Nas variaveis zX, k = 1,n, a
forma f continua a ser uma soma dos quadrados

fR) =) 4+ ()2

A condicao que uma das formas é definida positiva é importante. Por exemplo, nao
€ possivel diagonalizar simultaneamente as formas

(xH2-(xH? e 2xlx2

De facto, suponhamos que existe uma matriz

a b a b
, det #0
c d c d

tal que
a c|\[l Of}fa b)) a’*-c* ab-cd (p O
b dJ]\0 -1)\c d ab—cd b*>-d? 0 ¢
a c\[0 1\la b B 2ac ad + bc r 0
b dl\1 0f\c a] \ad+bc 2bd 0 s/

Entao temos

ad —bc # 0, (9.14)
ab—cd=0 e (9.15)
ad + bc = 0. (9.16)

Adicionando (9.14) e (9.16) vemos que ad # 0. Logo (9.16) implica que bc # 0.
Multiplicando (9.15) por ¢ e (9.16) por a e subtraindo obtemos —a?d = ¢2d. Como
d # 0 temos —a? = ¢? e, portanto, a = ¢ = 0, 0 que é uma contradicao.

Exemplo 9.2. Vamos determinar a mudanca de coordenadas que permite diagonalizar
simultaneamente as formas quadraticas f(x) e g(x) com as matrizes

1 1 4 8
A= e B= ,
1 5 8§ -4
respetivamente. A matriz A é definida positiva. Como
f(x) = (x, Axy = (x1)? + 2x1x? +5(x2)? = (x4 x2)2 + 4(x?)%,

fazendo

Y=l +x? e =242
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obtemos
FO) =0+ ?)?
Como
1 1 1o 9 1,

1,)\° 1,\1 1
_ 1_-.2 1 2.2 2.2 42 (v2)\2
g(y) = (y 2y) +16(y 2y)2y 44(y)
— 4()71)2 + 4y1y2 —4()72)2.

A matriz desta forma quadratica é

4 2
2 4]
A sua equacao caracteristica

4-2 2 )
det =22-20=0

tem raizes +2V5. Os respetivos vetores proprios normalizados sao

1 -1 1 -1
— e — .
10-4v5\2-V5 10+ 4v5\2+ V6
Fazendo
1 _ 1 1 1 2
- 7 - Z
V1I0-4v5 10+ 4V5
10 - 4V5 10 + 45

’

obtemos
f2)= (") +(%)? e g(z) =2V5(z")? - 2V5(c?)2
A respetiva mudanga de variaveis é
1 2-v5
R N V5 )2
V10 - 4v5 10 — 45
1 2-+5
= () 2———?
10 - 4V5 V10 - 4v5
1 2 5
2 — yl + + \/_ y2
VIO+4v5 V104 4V5
1 2+V5
—_—X .

— (a2
10 + 4V5 10 + 45
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9.7. Formas quadraticas hermitianas

Nos espagos Euclidianos complexos também é relevante considerar formas quadra-
ticas. Seja X um espaco Euclidiano complexo de dimensao n. Consideremos uma
matriz complexa A = (a%). A funcdo f : X — C definida por

flx) = Zn: Zn: al x/ 3 (9.17)
j=1k=1

damos o nome de forma quadrdtica hermitiana. De entre as formas hermitianas existe
uma classe muito importante que encontramos em varias areas da Ciéncia.

Definicao 9.5. Forma quadratica hermitiana simétrica

Se a matriz A da forma (9.17) é simétrica no sentido af = d;ﬁ, a respetiva forma
damos o nome de forma quadrdtica hermitiana simétrica.

No que segue, vamos considerar s6 formas simétricas, por ser 0 caso mais interes-
sante do ponto de vista das aplicagdes. Estas formas s6 tomam valores reais, pois

Vamos agora demonstrar um teorema importante sobre diagonalizagao de formas
quadraticas hermitianas simétricas.

No espaco C" existe uma base tal que a forma quadratica hermitiana simétrica
escreve-se como

n n
DA = A
k=1 k=1

onde A, k = 1, n, sao coeficientes reais.

f(x)

Demonstracao. A demonstracao é praticamente igual a demonstra¢ao do Teorema 9.1.
S6 sao necessarias pequenas alteragoes, nomeadamente, em vez da igualdade (9.3)
utilizamos a igualdade

1
g(x) = f(x) - a—l(a}x1 +aix? + -+ dix")(alx! +a?x2 4 -+ alan).
1

Obviamente a forma g ndo depende da variavel x'. Em vez da transformacao (9.5)
utilizamos a transformacao

A=+ =i
que transforma a soma

a%xl)EQ + affle
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em

(af +a1)z'z" —i(af - a})2%2 + -+

onde pelo menos um dos coeficientes (a? + a2) e (a? — a2) ¢ diferente de zero.

9.8. Equacdes diferenciais: estabilidade”

Um dos tdpicos mais importantes da teoria das equagoes diferenciais é a teoria de
estabilidade. Nesta seccao vamos ver como a teoria das formas quadraticas pode ser
util na analise dos problemas dessa teoria.

Consideremos a equacao diferencial linear
X = Ax, (9.18)

onde A é uma matriz de dimensdes n x n. Esta equacao admite a solugao trivial
x(t) = 0. Ao ponto x = 0 chamamos um ponto de equilibrio. Isto significa que o
sistema fisico descrito pela equacgao (9.18) pode permanecer neste ponto durante
tempo infinito. O que acontece ao sistema quando o ponto inicial x(0) é diferente de
zero? O sistema permanece numa vizinhanga do ponto de equilibrio x = 0? Tende
para este ponto ou afasta-se dele? Estas questdes sao muito importantes do ponto
de vista pratico e sao objetos de estudo da teoria de estabilidade.

Em primeiro lugar, vamos ver como evolui uma forma quadratica ao longo de uma
trajetdria do sistema (9.18). Sejam V(x) = (x, Vx) uma forma quadratica e x(¢) uma
solugao da equacao (9.18). Entao,

d d

SV x(1)) = S (a0, Vx(a)) = €0, V) + (x(0), V(o)

= (Ax(1), Vx(2)) + (x(1), VAx(1)) = (x(2), (A'V 4+ VA)x(1)).

Para estudar a estabilidade do ponto de equilibrio x = 0, vamos construir uma forma
quadratica V(x) = (x, Vx) que verifica a igualdade

(x(1), (A'V + VA)x(1)) = A(x, Vx) + (x, Wx) (9.19)

para todos os x € R”. Aqui, W é uma matriz simétrica dada de dimensdes n X n. A
equacao (9.19) pode ser escrita como a equagao matricial

AV VA=AV +W.

~ , . . . 1) .
Esta equacao também pode ser considerada como um sistema linear com "("; ) in-

cognitas v/, i = Ln, j = L,n,i > j (os elementos da matriz simétrica V). Este sis-
tema de equacoes lineares é possivel e determinado para qualquer matriz simétrica
W, sempre que o sistema linear

AV+VA-AV =0 (9.20)
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sé admite a solugao trivial, ou seja, sempre que A ndo é raiz da equacgao caracteristica
da aplicacao linear

VoAV +VA (9.21)

O teorema sequinte, demonstrado por Lyapunov, descreve todas as raizes da equacao
caracteristica desta aplicacao.

Todas as raizes da equacao caracteristica da aplicagao (9.21) tém forma

A=mA1+ - +myd,, (9.22)

onde A;,i = 1, n, sao os valores proprios da aplicagao Aem; € {0,1,2},i = 1, n,
sao numeros que verificam a condicao

mp+ - +my, = 2. (9.23)

~ . . P 7 . . T
Demonstracao. Sejam v;, i = 1, n, 0s vetores préprios da matriz A que correspondem
aos valores proprios 4;, i = 1, n. Consideremos a forma quadratica

V(x) = (v, )™ - (v, x)™,

onde m; € {0,1,2}, i = 1,n, sdo nimeros que verificam a condicdo (9.23). Como se
verifica a condicao (9.23) temos

V(x) = (vi, x)(vj, x). (9.24)

Os indicesi e j, que podem ser iguais, correspondem aos numeros m; e m; diferentes
de zero. Os outros numeros my, k # i, k # j sao iguais a zero. Logo, atendendo
a (9.24), temos

(x, (ATV + VA)x) =(Ax,Vx) + (x, VAx) = (v;, Ax)(vj, x) + (vi, x){v;, Ax)
= (A'v;, x)(vj, x) + (vi, x)(Aij, x) = (A + A7) (vi, x)(vj, x)
= (A + 24;)V(x) = (mAdy + - - - + mpA,)V(x).

Portanto, a matriz V correspondente a forma quadratica V(x) € uma solugdo nao
trivial da equacgao (9.20) em que A verifica (9.22). Assim, cada A = my Ay +- - - +mu Ay,
onde m; € {0,1,2},i = 1, n, s3o nimeros que verificam a condicdo (9.23), é um valor
proprio da aplicacao (9.21).

Resta demonstrar que cada valor proprio da aplicagao (9.21) pode ser representado
nesta forma. Se todos os numeros que tém forma (9.22) com m; € {0,1,2},i = 1,n,
que verificam a condicao (9.23), sao diferentes, temos @ valores proprios dife-
rentes da aplicagao (9.21) e o teorema esta demonstrado. No caso geral, aproxima-
mos a matriz A por uma sucessao de matrizes que tém valores proprios (9.22) com
m; € {0,1,2}, i = 1, n, que verificam a condicdo (9.23), diferentes, e depois passamos

ao limite.
[
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Uma das consequéncias mais importantes do teorema anterior é o seguinte resultado.

Seja A uma matriz de dimensoes n X n tal que todos os seus valores préprios
A =a +iB;, i = 1,n, tém parte real «; negativa. Entdo, existe uma forma
quadratica definida positiva V(x) = (x, Vx) que verifica

(x,(A'V +VA)x) < —%(x, x), (9.25)

para todos x € R”.

Demonstracdo. Se os valores proprios A; = a; + iB;, i = 1,n, com a; < 0, da matriz
A sao todos diferentes, a solucao geral da equagao (9.18) tem a forma

n n
x(t) = > eviexp((ai+i)t) = ) eviexp(ait)(cos(Bit) + i sen(Bir)),
i=1 i=1

onde v; sao 0s vetores proprios correspondentes aos valores proprios A; e ¢; Sao
constantes arbitrarias. Portanto, x(7) tende para zero quando ¢ tende para infinito.
Do Teorema 9.8 vemos que zero nao € um valor préprio da aplicagao (9.21). De facto,
a parte real da soma (9.22) é um numero negativo. Logo, existe uma forma quadratica
Vo(x) = (x, Vox) que verifica a equacao

A'Vo + VoA = -1

Suponhamos que existe xp € R” tal que Vy(x9) < 0. Obviamente xy # 0. Consi-
deremos a solugao x(¢) da equagao diferencial (9.18) que verifica a condicdo inicial
x(0) = xo. Entdo temos
d
V(D) = ~Ix(D)I? <0,
pelo que V(x(7)) < V(xo) < 0, isto é, x(r) ndo tende para zero, o que é uma contra-
dicdo. Portanto, Vp(x) > 0 qualquer que seja x € R™.

Agora consideremos o caso quando os valores proprios A4; = a;+1i8;, a; < 0, da matriz
A nao sao todos diferentes. Existe uma sucessao de matrizes A, com valores proprios
todos diferentes que converge para a matriz A. Para k suficientemente grandes, as
partes reais dos valores proprios das matrizes A, sao todas negativas. Logo, para cada
uma destas matrizes existe uma matriz semidefinida positiva Vi, que é a solucao da
equacao

AVi + ViAy = 1.

Pelo Corolario 6.6, a sucessao das matrizes V; converge para uma matriz 1% que €
semidefinida positiva e que verifica a equagao

AV L VA= I

Seja € > 0. Consideremos a matriz V = V 4 el. Obviamente esta matriz é definida
positiva. Para esta matriz temos

AVAVA=A (V+el)+(V+e)A=AV+VA+e(AT +A) = -T+e(A +A).

189



190 9. FORMAS QUADRATICAS

Logo, temos
1
(x, (ATV + VA)x) = —|x|? + e(x, (AT + A)x) < —§(x, x),

sempre que € € suficientemente pequeno. -

Vamos agora estudar a estabilidade de pontos de equilibrio de sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias nao lineares. Para tal, seja f : R" — R" uma fungao e a
equacao diferencial

&= f(x), (9.26)

que tem ponto de equilibrio x = 0, isto &, f(0) = 0. Suponhamos que f(x) = Ax +
g(x), onde A é uma aplicagao linear cujos valores proprios tém partes reais negativas
e g(x) é uma funcao que verifica numa vizinhanca de zero, U = {x e R" : |x| < p}, a
condicdo |g(x)| < §(x)|x|, onde limy_ §(x) = 0.

O resultado da teoria de estabilidade mais importante do ponto de vista pratico é o
seguinte teorema.

Teorema 9.10

As solucoes da equacao (9.26) tendem para zero, sempre que o ponto inicial
esta suficientemente proximo de zero.

Demonstracao. Pelo Teorema 9.9 existe uma forma quadratica definida positiva V(x) =

(x,Vx) que verifica a condicao (9.25). Existe p > 0 tal que 6(x) < ﬁ, sempre que

|x| < p. (Aqui, |V| é a norma da aplicacao V definida na Seccao 5.10.) Consideremos

uma solugao x(z) da equgdo (9.26) com ponto inicial xo proximo de zero. Entao temos
d

5 V(D) = GO V() + (x(0). V(D)

= (Ax(t) + g(x(1)). Vx(1)) + (x(2) V(Ax(r) + g(x(1))))

= (Ax(2), V(1)) + (x(0), VAx(2)) 4 (g (x(2)), Vx (1)) + (x(2). Vg (x(1)))

< —§|x(t>|2 + 2|VI6(x(0))Ix(1)* = —%(1 = 4VI8(x(0))lx()[*

1
< _Z_l|x(t)|2’

sempre que |x(¢)] < u = min{p, p}. Seja v = min{V(x) : |x| = u}. Portanto, a
funcdo V(x(r)) € monotona decrescente sempre que o ponto inicial xo pertence a
vizinhanca de zero {x : V(x) < v}. A solucao x(r) da equagao (9.26) nunca sai desta
vizinhanga. Suponhamos que V(x()) tende para um valor V > 0 quando 7 tende
para infinito. Isto significa que a derivada da funcdo V(x(z)) é sempre negativa pois

4y (x(t)) < =12 o que é uma contradicdo. .

Vamos ilustrar o teorema anterior através de um exemplo.
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Exemplo 9.3. Consideremos o péndulo (veja a Fig. 9.1), isto é, um ponto de massa m
preso a um fio inextensivel de comprimento L que oscila em torno de um ponto fixo
num meio denso.

Figura 9.1
Péndulo.

A velocidade com que o ponto de massa m se move ao longo da circunferéncia de raio
L é L¢. A forca aplicada ao ponto ao longo da tangente a circunferéncia é mg sen ¢.
Portanto, pela segunda lei de Newton o movimento do péndulo descreve-se pela
equacao diferencial

mLy = —o Ly —mg sen .

Aqui, —o Ly, onde o > 0, é a forca de resisténcia do meio denso. Podemos escrever
esta equacao na forma de um sistema de equacoes diferenciais equivalente

¢ =w,

O = —2a¢ — B2sen g,

ondea = 5 e’ = %. Pelo Teorema do valor médio de Lagrange existe ¢ € [—¢, ¢]
tal que

lo —seng| = |(1 - cosy)g| < (1 -cose)lgl.

Como lim,_,0(1 — cos ¢) = 0, vemos que o sistema

¢\ [0 1 \[e 0

_|_
w -2 —2af\w B%(p —seny)

verifica as condigdes do Teorema 9.10. Portanto, as solugdes do sistema com valores
iniciais ¢(0) e w(0) suficientemente pequenos tendem para o ponto de equilibrio

p=0ew=0. -
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Figura 10.1

Elipse % + % =1

10. CONICAS

10.1. Introducao

As conicas podem ser definidas como conjuntos de pontos em R? cujas coordenadas
satisfazem uma equagao de segundo grau. Dentro da classe das conicas existem trés
tipos de conicas relevantes: elipses, hipérboles e parabolas. Estas conicas tém apli-
cagao, por exemplo, na Fisica, onde correspondem a drbitas e a trajetorias de corpos
celestes e de particulas, e na Arquitetura, onde servem de modelos para estruturas
(pontes, por exemplo). No capitulo seguinte vamos justificar a utilizacao do termo
cdnicas para designar estas curvas.

Um objetivo deste capitulo € a deducao das propriedades geomeétricas das conicas
através da analise das equacoes de segundo grau. Um outro objetivo é a classificagao
das conicas através da transformacao da equacao de segundo grau numa expressao
mais simples através de mudancgas de variaveis. Para isso recorremos a teoria das
formas quadraticas do capitulo anterior.

10.2. Coénicas relevantes

Vamos agora definir as conicas relevantes.

Definicao 10.1. Elipse, circunferéncia

Sejam a, b, p > 0. Chamamos elipse a conica cuja equagao é

2 2
X ye
a_2+ﬁ_1’a¢b’

e circunferéncia a cénica cuja equagao é

x% +y% = p2.

Exemplo 10.1. A conica % + % =1 é uma elipse (veja a Fig. 10.1).

><V
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Exemplo 10.2. A cdnica x> + y2 = 2 é uma circunferéncia (veja a Fig. 10.2).

HV

185

V2
Figura 10.2
Circunferéncia
x2+y2=2
|
Definicao 10.2. Hipérbole
Sejam a, b > 0. Chamamos hipérbole a conica cuja equagao é
2 2
<y
a? b2
Exemplo 10.3. A cdnica x?> — y? = 1 é uma hipérbole (veja a Fig. 10.3).
YA
-1 1 X
Figura 10.3
Hipérbole x2 — y2 = 1.
m|

Definicao 10.3. Parabola

Seja p > 0. Chamamos pardbola a cdnica cuja equagao é

y2 = 2px.
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Figura 10.4
Parabola y2 = 2x.

10. CONICAS

Exemplo 10.4. A cdnica y?> = 2x, que j& esta na forma reduzida (com p = 1 na
equacdo y? = 2px), é uma parabola (veja a Fig. 10.4).

NV

O

O facto de exigirmos a, b, p > 0 deve-se a um certo significado geométrico destas
constantes, que sera esclarecido posteriormente.

Nas trés seccdes seguintes vamos estudar algumas das propriedades mais importan-
tes das conicas nao degeneradas na forma reduzida.

10.3. Elipses

Consideremos uma elipse

[}
=

AN (10.1)

le =

onde a > b. Desta equagao vemos que uma elipse esta contida no retangulo gerado
pelas retas paralelas aos eixos de coordenadas e que passam pelos pontos (a,0),
(=a,0), (0,b) e (0,—b). A a e bdamos os nomes semieixo maior e semieixo menor,
respetivamente. As elipses sao simétricas em relacao aos eixos de coordenadas e ao
ponto (0, 0), sendo possivel considera-las como resultado de achatamento da circun-
feréncia de centro (0,0) e raio a, em que todas as ordenadas se multiplicam por %.

Seja ¢ = a? — b%. Os focos de uma elipse sdo os pontos F; e F» com coordenadas
(¢,0) e (¢, 0) (veja a Fig. 10.5). No caso de uma circunferéncia, a = b, os focos
coincidem com o ponto zero. Ao valor e = £ damos o nome de excentricidade. Temos
sempre e < 1, vindo e = 0 no caso de circunferéncias.

A elipse é uma curva com propriedades muito interessantes e importantes do ponto
de vista de aplicagdes. Vamos estabelecer estas propriedades nos seguintes teore-
mas.
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YA
b
d M d
K _— i<
ﬁ"z\ r \
al-a\_ R Rojala x
e e
-b

Teorema 10.1

As distancias entre um ponto M da elipse com coordenadas (x,y) e os seus
focos sao

rn=|FiM=a-ex e rp=|FRM|=a+ex

(veja a Fig. 10.5).

Demonstracdo. Como ¢2 = a? — b?, entdo

D22 2.2
rn=+/(x=c)2+y Z\/x2—2cx+02+b2— ;C :\/a2—2cx+cg
a a

— ex\? _ ] 2

= (a a)i (a—ex)2.

Comoe < 1ex < a, temos a — ex > 0. Isto demonstra a primeira igualdade.
Analogamente provamos a segunda igualdade.

Teorema 10.2

Um ponto pertence a uma elipse se e sé se a soma das distancias entre o ponto
e os focos e igual a 2a.

Demonstracao. Se o ponto pertence a elipse, do teorema anterior temos r; +ry = 2a.

Agora suponhamos que r; + r3 = 2a. Entao temos
\/(X_C)T)’QZQQ_ (x+¢)2+y2.

Esta igualdade elevada ao quadrado da
xc+a? = ay|(x +¢)2 + y2.

O quadrado desta igualdade é a equagao da elipse (10.1).

Figura 10.5
Elipse.
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Este teorema explica como efetivamente como desenhar uma elipse. Fixando as
pontas de uma corda de comprimento 2a nos dois focos, esticando a corda com um
lapis e mantendo a corda esticada, desenhamos uma curva que vai dar metade da
elipse.

As diretrizes da elipse sao as retas definidas por

As diretrizes permitem ligar a posi¢ao de um ponto numa elipse a excentricidade.

Designemos por di = |[K1 M| e do = |K2M| as distancias entre o ponto M da elipse e
as diretrizes correspondentes.

Teorema 10.3

Um ponto pertence a uma elipse se e so se 2—11 =eou 2—22 = e (veja a Fig. 10.5).

Demonstracdo. Demonstremos o teorema para o foco F» que tem coordenadas (—c, 0).
Seja M um ponto da elipse com coordenadas (x, y), entao (veja o Teorema 10.1)

_|BM| _r

1
dgzx—l—g:—(ex—i-a)
e e e

Agora suponhamos que o ponto verifica a condigao ;—22 = e, OU S€ja,

(x+e)+y?
x+ < N

Como e = £, 0 quadrado desta igualdade é a equagao da elipse. Para o foco F; o

teorema demonstra-se analogamente. -

Consideremos a equacao da elipse. Esta equacao define y como funcao de x:

Derivando esta igualdade obtemos

2x  2yy’
ﬁ—l_? =0.

Seja (xo, yo) um ponto da elipse com yg # 0. Entdo temos

b2 xo

a%yg

' (x0) = -

Portanto, a equacao da reta tangente a elipse no ponto (xo, yo) €
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Consideremos a Fig. 10.6. Suponhamos que

|AB| _ |AD]|

= . 10.2
|BC| |CD| (0.9

Entao temos

CBD = DBE.

J

Demonstracao. Na reta que atravessa os pontos A e B, é possivel escolhermos um
ponto E por forma a que os segmentos BC e ED sejam paralelos. Entao, CBD =
BDE e basta demonstrar que |BE| = |ED|, pois isto implica que o triangulo BDE é
equilatero e portanto CBD = BDE = DBE. Os triangulos ABC e AED sao seme-
Lhantes. Portanto, temos

AB BE AD ED
|AB| +|BE| _ _|AD| _ _ |ED| 103)
|AB| |AD|-|CD| |BC]
De (10.2) temos
|AD| _ |AB|
|AD| - |CD| ~ |AB| - |BC|
Entao, de (10.3) obtemos
|BE| |AB|
1+ - ’
|AB|  |AB| - |BC]|
donde
|AB||BC|
BE|= ————. 10.4
|BE| |AB| - [BC] (10.4)

Novamente, utilizando (10.3), temos

[ED|  |AD|]  |AB|
|BC|  |AD|-|CD| |AB|-|BC|

Daqui obtemos

|AB||BC]|

ED| = ———————.
IED] |AB| - |BC]|

Comparando isto com (10.4) temos o resultado pretendido.

199

Figura 10.6
Ilustragao do Lema 10.1.
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Figura 10.7
Ilustracao do
Teorema 10.4.
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Teorema 10.4

Sejam F; e F» os focos de uma elipse e M um ponto da elipse com coordenadas
(x0, y0), que é diferente dos pontos (+a,0). Entdo a tangente ML é bissetriz
do angulo adjacente suplementar ao angulo FIMF> cuja amplitude é igual a
n — FIMF; (veja a Fig. 10.7).

>
>

Demonstracdo. As coordenadas do ponto L sao (j—z,()). A desigualdade |j—z| > a

implica que L nao pertence ao segmento F; F>. Como

2 2
a a

|IFiL| =|——c| e [RLl=|—+c|
X0 X0

utilizando o Teorema 10.1, temos

2
Ll =<l Ja-exo|  |MF|
|FaL] |§—§+c| la+exo| |MF|

Aplicando o Lema 10.1 temos o que a tangente ML é bissetriz do angulo adjacente

suplementar ao angulo Fy M Fs, cuja amplitude é iguala n — F,MF, = n — 2F, ML.
n

Deste teorema vemos que os angulos m — LMN e m sao iguais. Por exem-
plo, isto significa o seguinte. Consideremos uma fonte de luz colocada no foco Fs.
Entdo, todos os raios emitidos por esta fonte de luz, depois da reflexao na elipse,
atravessam o foco Fj.

10.4. Hipérboles

Consideremos uma hipérbole

x2 y2

a2 b
Desta equagao concluimos que |x| > « para todos os pontos da hipérbole. Os nume-
ros a e b sao, respetivamente, semieixo real e semieixo imagindrio da hipérbole. Uma
hipérbole é simétrica em relacdo aos eixos de coordenadas e ao ponto (0,0).

—1. (10.5)
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Para estudar a forma da hipérbole, consideremos a sua interse¢ao com areta y = kux,
onde k € R. As abcissas dos pontos de intersecao encontramos da equacao

x2 k2x2_1
a2 p2
Se D = b? — a%k? > 0, temos
x_+ab
+ 5

Portanto, ha dois pontos de intersecao:

(ﬂ @) e (_ﬂ _ﬂ)
VD' VD VD' D)’

Estes pontos sdo simétricos em relagdo ao ponto (0,0). Basta estudar o comporta-
mento de um deles, por exemplo, do primeiro. Quando & = 0 a abcissa do ponto
de intersecao é a. Quando k cresce e se aproxima do valor %, a abcissa do ponto de
intersecao tende para infinito. Areta y = gx nao tem pontos de intersecao com a
hipérbole. As retas com k > g também nao intersetam a hipérbole. O mesmo pode-
mos dizer sobre areta y = —%x. Ela nao interseta a hipérbole e separa as retas que
intersectam a hipérbole das que ndo a intersectam. As retas y = i%x damos o nome
de assintotas da hipérbole. Destes raciocinios podemos concluir que a hipérbole tem
a forma apresentada na Fig. 10.8. Ela consiste de duas partes conhecidas como ramos
da hipérbole.

Figura 10.8
Hipérbole.

Podemos escrever as equagoes das assintotas como

bx — ay 0 e bx + ay

VaZ £ b2 VaZ ¥ b2
ou, usando o produto vetorial, como
(+a, b)
[—, (x,y)| =0.
VaZ + 12

Esta observagao é importante para a demonstracao do seguinte lema.
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Teorema 10.5

O produto das distancias entre um ponto da hipérbole e as assintotas € a cons-

a?b?
tante 4t

(b,xa)

Va2+b2 ’

um, e o ponto com coordenadas (x, y) é igual ao produto da norma do vetor (x, y)
e do seno do angulo entre os vetores (bta) o (x,y), ou seja, € igual a norma do

Va2+b2

Demonstracao. A distancia entre a reta gerada pelo vetor que tem norma

produto vetorial
(b, xa) )
Vo oY)

Portanto, as distancias entre o ponto M com coordenadas (x,y) que pertence a hi-
pérbole e as assintotas sao

|bx — ay| e h |bx + ay|
= — 9 = V.
Va? + b? Va? + b?
Daqui temos

|b2x2—a2y2|_ a2b2
a2+b2 a2+ b

hihy =
u

Deste lema deduzimos o seguinte resultado muito importante sobre as assintotas de
uma hipérbole.

Se um ponto se move ao longo da hipérbole e 0 médulo da sua abcissa tende
para infinito, entao a distancia entre o ponto e uma das assintotas tende para
zero.

Demonstracao. De facto, uma das distancias tende para o infinito. Portanto, a outra

deve ter como limite zero. -

Seja ¢ = a® + b%. Os focos da hipérbole sdo os pontos F; e F» com coordenadas
(c,0) e (=c,0), respetivamente. Ao valor e = £ damos o nome de excentricidade.
Obviamente e > 1.

Teorema 10.6

As distancias entre um ponto M da hipérbole com coordenadas (x, y) e 0s seus
focos sao

rn=|FIM|=la-—ex| e ryo=|FM|=|a+ ex|

(veja a Fig. 10.8).
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Demonstracdo. Como ¢2 = a? + b, é facil ver que

b2 x2 2,2
rE=4/(x—c)?+y —\/x2—2cx—|—c2—b2+ a; —\/a2—2cx+ca;

cx\?
= (a——) = |a — ex|.
a

Isto demonstra a primeira igualdade. Demonstramos a segunda analogamente.

Tal como no caso das elipses, podemos caracterizar os pontos de uma hipérbole atra-
vés das suas distancias aos focos.

Teorema 10.7

Um ponto pertence a hipérbole se e s6 se

lr1 = ro| = 2a. (10.6)

Demonstracao. Para x > a (ramo direito da hipérbole) temos
rn=ex—a € ro=ex++a,

e para x < —a (ramo esquerdo da hipérbole) temos
rn=a—ex € ryp=-—-ex—a.

Portanto, temos ro —r; = 2a para o ramo direito e r; —ro = 2a para o ramo esquerdo.
Em ambos os casos verifica-se a igualdade (10.6).

Agora suponhamos que se verifica a igualdade (10.6), ou, na forma equivalente

+(x—c)2+y2=2a+/(x+ )2+ y2

O quadrado desta igualdade é
xc +a* = xa(x +¢)? +y2.
O quadrado desta igualdade é a equagao da hipérbole.

As diretrizes da hipérbole sao as retas

Q|

A diretriz e o foco que estao de um lado do eixo das ordenadas sao correspondentes.

Designemos por d; e do as distancias entre o ponto M da hipérbole e as diretrizes
correspondentes.
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Figura 10.9
Tangente a hipérbole.

10. CONICAS

Teorema 10.8

Um ponto pertence a uma hipérbole se e so se - = eou 2 =e.

Demonstracao. Demonstremos este teorema para o foco F>. Obviamente

1
d2:|x—|—c—l|:—|ex+a|:r—2.
e e e

Suponhamos que 2—22 = ¢, OU Seja,

(x4+c)2+y2
lx + <]

Como e = £, esta ultima igualdade € equivalente a equagao da hipérbole. -

Considerando y como fungao de x e derivando a equagao da hipérbole, obtemos
y = ZZT;‘. Portanto, a equacao da tangente a hipérbole no ponto M com coordenadas
(x0, y0) €

b2 xo

a2YO

Yy =0 (x — x0).

Aintersecao da tangente com o eixo das abcissas € o ponto L com coordenadas (%, 0)
(veja a Fig. 10.9).

O teorema seguinte da-nos um resultado semelhante ao Teorema 10.4 demonstrado
para as elipses.

Teorema 10.9

A tangente a hipérbole num ponto M é a bissetriz do angulo formado pelos
segmentos que ligam M aos focos (veja a Fig. 10.9).
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Demonstracao. O quociente das areas dos triangulos FoML e LMF; é

FoL 2
Y3 _IRU_tS _ @ten (10.7)
yIBEL AL e a? —cxo

Também é possivel escrever este quociente utilizando a definicao da area em termos
do produto vetorial, ou seja,

| MIIMLIZMEME) L cen(FBML)  (~a— exo) sen(FoML)

|F1M||ML|@ risen(LMF)  (a—exo)sen(LMF;)

(a® + cxo) sen(FaML)
(a% = cxo) sen(LMF;)

Como o quociente (10.7) e esta expressao coincidem, temos sen(Fo ML) = sen(LMF; ).

]
10.5. Parabolas
Consideremos uma parabola
y? = 2px, (10.8)

onde p > 0. Obviamente esta curva € simétrica em relacao ao eixo de abcissas. O
foco da parabola é o ponto F com coordenadas (%, 0). A diretriz da parabola é a reta
x = —% (veja a Fig. 10.10).

r/2|p/2

k\(

MI
4 \

O teorema seguinte da-nos um processo para construir uma parabola dados o foco e
a diretriz.

Figura 10.10
Parabola.
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10. CONICAS

Teorema 10.10

A distancia entre um ponto M da parabola com coordenadas (x, y) e o foco é

r=x+ g. (10.9)

Demonstracao. De facto, como x > 0 temos

re (= 2) 2 = (5= 2) e = (x4 2) = a2

QOutra caracterizagao geomeétrica de parabolas € dada no seguinte teorema.

Teorema 10.11

Um ponto M pertence a parabola se e so6 se as distancias entre o ponto e o
foco e entre o ponto e a diretriz sao iguais.

Demonstracao. Notemos que a distancia entre um ponto da parabola e a diretriz
também é igual a

P

d= —=.

X+ 5
Suponhamos agora que as distancias entre o ponto M com coordenadas (x,y) e o

foco e entre o ponto e a diretriz sao iguais, isto é, que

w/(x—g)Q—i-yQ:x—i—g.

O quadrado desta igualdade da a equagao da parabola. -

O valor da excentricidade da parabola consideramos igual a 1. Assim, a formulae = 7
que relaciona a excentricidade e as distancias entre o ponto e o foco e entre o ponto
e a diretriz, e que foi demonstrada para as elipses e hipérboles, também € valida para

as parabolas.

Considerando y como fungao de x e derivando a equagao da parabola, encontramos
y = ’y—’ Portanto, a equagao da tangente a parabola no ponto (xo, yo) €

y—Yo= ﬁ(x—m)-
Y0

Como yg = 2pxp, podemos escrever a equagao da tangente como

yyo = p(x + xo). (10.10)

O sequinte teorema para parabolas corresponde aos Teoremas 10.4 e 10.9 que de-
monstramos para o caso das elipses e hipérboles, respetivamente.
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Teorema 10.12

Sejam M um ponto da parabola e M L um segmento paralelo ao eixo de abcis-
sas. Entao, a tangente a parabola no ponto M é bissetriz do angulo adjacente
suplementar ao angulo FML (veja a Fig. 10.11).

><V

Demonstracdo. Sejam M um ponto da parabola com coordenadas (x, y) e f: %
Como

17 P\ > >

FM = (x—§) e1 + yea,
obtemos

T2 P\2 | 2 9 P2 o P’ p\?

|FM]| :(X——) +y =x"-xp+—+y =x +xp+—:(x—|——) .

2 4 4 2
Logo, temos
p - o
- s xX=-5 - y oo 2xe1 + yeo
l=f+e = 2 41)é+ ey = .
fte (x + £ Tt g ? x+ 5

Portanto, a tangente do angulo entre o vetor I e o eixo de abcissas é igual a

Yy _yr _y_P

2x  2px ¥z Oy’
ou seja, € igual ao coeficiente angular da tangente a parabola no ponto M com coor-
denadas (x,y). Como fgera a bissetriz do angulo entre os vetores ¢; e f temos que

a tangente a parabola no ponto M também é a bissetriz do mesmo angulo. -

Porque é que este teorema é interessante? A fonte de luz que esta no foco da parabola
projeta toda a luz para o infinito, como, por exemplo, acontece nos fardis maximos
de um carro.

Figura 10.11
Ilustragao do
Teorema 10.12.

207



208

10. CONICAS

10.6. Classificacao de conicas

Vamos definir a forma geral de uma conica.

Definicao 10.4. Cénica, conica degenerada, conica nao degenerada

Uma cdnica é o conjunto de pontos de R? que verificam uma equacio quadra-
tica de duas variaveis, ou seja,

X = {(xl,xQ) e R2: f(xl,xQ) =0},
em que
Fixhx?) = al(xh)? + 2a2x 2 + a2 (x?)? + bixt + p2x% 4+ ¢, (10.11)

comal,b/,c e Rparai,j=12.
Dizemos que a conica € degenerada se X = () ou se X representa um ponto ou
uma reta ou duas retas. Caso contrario, dizemos que a conica € ndo degenerada.

Quando as formas quadraticas das cénicas nao degeneradas estao numa forma espe-
cial, a conica pode ser facilmente identificada a partir da sua expressao.

Notemos que a expressao (10.11) pode ser escrita de forma matricial como

f(x)=xAx+bx+c (10.12)
_ [« _ (a1 @ 1_ 2 _ (!
em que x = (XQ),A— (ai a%),ondeaQ =aj,eb= (bQ).

O seguinte teorema classifica conicas nao degeneradas.

Teorema 10.13

Toda a conica nao degenerada pode ser transformada numa das seqguintes for-
mas reduzidas (ou candnicas), onde dy, ds > 0:

1. Elipse

3. Parabola

di(y')?-y*=0.

Demonstracao. Como a matriz A é simétrica, existe uma matriz ortogonal Q, tal que
0'AQ = (’101 /102 ) € uma matriz diagonal, sendo 1; e A5 os valores préprios da matriz A

(veja o Teorema 9.2). Fazendo a substituicao x = Qy, em que x = (jé) ey = (i; )
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na expressao (10.12), obtemos a equacao
T T T
yQ AQy+b Qy+c=0.

Assim, concluimos que, aplicando uma transformacgao ortogonal de coordenadas, a
expressao (10.11) da origem a equagao

()2 + 2(0°)° + ay' + cay® + ¢ =0. (10.13)

Analisemos os seguintes casos.

1. 11 #0e A £ 0:

Ci

Efetuando a transformacdo de coordenadas dada por y' = z/ — 20 i =12,
obtemos a partir de (10.13) a equagao

(22 4+ 22(22)* +d =0, (10.14)

2 o2
OndEd:C—m—m.

Se d = 0, entao (10.14) define um ponto ou duas retas, sendo a conica degene-
rada.

Se d # 0, entao dividindo (10.14) por —d, obtemos
di (') + da(%)* -1 =0, (10.15)

em que d; = —%, i = 1,2. Neste caso, se d; e do forem ambos negativos,
entdao X = 0, logo a conica é degenerada. Se d; e dy forem ambos positivos,
a equacao (10.15) representa uma elipse. Se d; e do tém sinais diferentes, a
equagao representa uma hipérbole.

2. 110,23 =0eco £0:

A equacao (10.13) expressa-se da forma

/11()71)2 + C1y1 + c2y2 +c=0.

1

Usando a substituicdo y! = z! — ;711 resulta que

(") 4 cay® +e =0, (10.16)

C2 . .~ 2 2
come = —4—/111 + c. Fazendo a substituicao y* = z

que

- é em (10.16), concluimos

(2 + ez =0
e dividindo por —c¢y obtemos
di(z)? -2 =0, (10.17)

onde d; = ——. A equacao . representa uma parabola.
dedy = -1 A 30 (10.17 abol
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Figura 10.12

Conica

x2 4+ 8x +4y? — 24y =
-36.

10. CONICAS

Todos os restantes casos correspondem a conicas degeneradas. -

Consideremos alguns exemplos onde em vez de x! vamos usar x e em vez de x?
vamos usar y para simplificar a notagao como no inicio deste capitulo.

Exemplo 10.5. Consideremos a conica
2 2 _
x° 4+ 8x 4+ 4y* — 24y = -36.

Para classificarmos a cdnica vamos determinar a mudanca de coordenadas de modo
a transformar a cénica na forma reduzida. Atendendo a que x? + 8x = (x +4)? - 16
e 4y? — 24y = 4((y - 3)% - 9), obtemos

(447 (=32 _

B 52 1.

A mudanca de coordenadas x” = x + 4, y’ = y — 3 transforma a conica na forma

(x')? N ()2

12 TR

que € a equagao reduzida de uma elipse. A origem x” = 0, y’ = 0 do novo sistema
de coordenadas x’ e y’ esta em x = —4, y = 3. Podemos ver na Fig. 10.12 o esbogo
da elipse com semieixos a = 4 e b = 2. (Nesta figura, as coordenadas no sistema
original (x, y) estao representadas a preto e as coordenadas no sistema (x’, y’) estao
representadas a azul.) Os focos da elipse, em coordenadas x’ e y’, sao os pontos

Fi = (V12,0) e F» = (-V12,0). A excentricidade da elipse é e = \/g < 1.

YA YA

F F 4

Y

(-4,3) x’

k\(

Exemplo 10.6. Consideremos a conica
2x? 4+ 4x — 4y = —6.

Para transformarmos a conica na forma reduzida, completamos primeiro o quadrado
da expressao que depende da coordenada x, vindo

(x+1)2=2(y-1).
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Usando a mudanca de coordenadas
X=x+1 e y=y-1,

obtemos a equagao na forma reduzida

que representa uma parabola (veja a Fig. 10.13). A origem x” = 0, y’ = 0 do novo
sistema de coordenadas x’ e y’ estaem x = -1, y = 1. O foco da parabola em
coordenadas x’ e y’ é o ponto F = (0, %) e a diretriz da parabola é areta y’ = —%.
(Na figura, as coordenadas no sistema original (x, y) estao representadas a preto e as

coordenadas no sistema (x’, y’) estdo representadas a azul.)

Exemplo 10.7. Consideremos a conica
10x% - 8xy + 4y? = 12.

Neste caso vamos aplicar uma transformacao ortogonal de coordenadas para trans-
formar a conica na forma reduzida. A matriz da forma quadratica ¢ A = (19 -%). A
equagao caracteristica da matriz A é

A2-142+24=0.

As suas raizes sao A = 2 e A = 12. Os respetivos vetores proprios normalizados sao

1 _2
g1 = ‘f e go= f
V5 5

A matriz Q que transforma A numa matriz diagonal (veja o Teorema 9.2), é

Figura 10.13
Conica
2x2 4 4x — 4y = —6.

Al
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Figura 10.14
Coénica
10x2 — 8xy + 4y? = 12.

10. CONICAS

O determinante desta matriz € um. Assim, a mudanca de coordenadas dada por
1, 2,
= %x - %y )
2, 1,
= %x + %y
transforma a cdénica na forma reduzida
(), ()

6+1

Assim, concluimos que a cénica é uma elipse com semieixos a = V6 e b = 1 (veja a
Fig. 10.14). Os focos da elipse, em coordenadas x’ e y’, sao os pontos F; = (\/3, 0)

e F, = (—V5,0). A excentricidade da elipse é ¢ = \/g < 1. A origem no sistema
de coordenadas (x’,y’) coincide com a origem no sistema de coordenadas inicial.
(Na figura, as coordenadas no sistema original (x, y) estdo representadas a preto e
as coordenadas no sistema (x’, y’) estao representadas a azul. Os eixos do sistema
de coordenadas (x’, y’) tém direcdo dos vetores proprios, que estao representados a
preto.)

X

Y

=1.

k\(

F

Exemplo 10.8. Consideremos a cdnica
4xy —3y%2 —4x + 10y -6 = 0.

A matriz da forma quadratica € A = (9 _2). Os valores proprios desta matriz sdo
A1 =1 e A3 = —4. A matriz dos respetivos vetores proprios normalizados é

0= 1 (2 -1
Val1 2/
A mudanca de coordenadas
S -y) e y= ()
x=—(2x"-y y=—"+2y),
Vb V5
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transforma a equacao da conica em
2 24
"2 "2 ’ ’
X =4+ —=x"+ =)y -6=0,
()"~ 407 V5 5

ou, na forma equivalente,

-

Fazendo
x”:x'—Fi e y":y'—i,
Vb Vb

obtemos

(RO =1

Portanto, a cénica é uma hipérbole. A mudanca de variaveis que transforma a cénica
na sua forma canédnica é
, 2x+y+1 , —Xx+2y-3
X'=— € y =———.
V5 V5

As assintotas sao y”’ = J_r%x” ou, em coordenadas x ey, y = ley = %. Os
focos da hipérbole, em coordenadas x” e y”, sdo os pontos F; = (0, %) e, =
(0,-3). A excentricidade da elipse é e = \/g > 1. A origem do sistema (x”,y"),
em coordenadas x e y, € o ponto (—1,1). Agora é facil construir a hipérbole (veja a
Fig. 10.15). (Na figura, as coordenadas no sistema original (x, y) estdo representadas
a preto e as coordenadas no sistema (x/, y”’) estao representadas a azul.)

y

A

Exemplo 10.9. Consideremos a conica

2x% = 2xy + 2y% — 2V2x + 4V2y = 8.

213

Figura 10.15

Conica
4dxy—3y?—4x+10y—6 =
0.
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A matriz da forma quadratica é A = (_2 ~1). Os valores préprios desta matriz sao
A1 = 1 e A3 = 3. A matriz dos respetivos vetores proprios normalizados é

a4
Q_\/il 1]

transforma a equagao da conica em
(x)2+3(y)% 4+ 2x" + 6y -8 =0.
Completando os quadrados obtemos

(W + D (1)
12 4

Aplicando agora a mudanga de coordenadas

xll — xl + 1 e yll — yl + 1,

a equacao é transformada na forma reduzida

que representa uma elipse.

Logo, para transformarmos a cénica na forma reduzida aplicamos primeiro uma ro-
tacao de eixos e de seguida uma translacao de eixos, obtendo

1
x'=—x+— e y'=—y-—x+1

R V2V

Na Fig. 10.16 vemos o esboco da elipse com semieixos a = V12 e b = 2. Os focos da
elipse, em coordenadas x”’ e y”’, sdo os pontos F; = (\/g, 0)e F, = (_\/§, 0). A ex-
centricidade da elipse é e = \/g < 1. A origem do sistema (x”, y”"), em coordenadas
x’ey’,éo0ponto (-1,-1). (Nafigura, as coordenadas no sistema original (x, y) estao
representadas a preto, as coordenadas no sistema (x’, y’) estao representadas a azul
e as coordenadas no sistema (x”,y”) a verde. Os eixos do sistema de coordenadas
(x’,y") tém direcao dos vetores proprios, que estao representados a preto.)
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Figura 10.16
Cénica 2x2 — 2xy +
2y2 — 2V2x 4+ 4V2y = 8.
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11. QUADRICAS

11.1. Introducao

As quadricas podem ser definidas como conjuntos de pontos em R® cujas coorde-
nadas satisfazem uma equacao de segundo grau. Dentro do conjunto das quadricas
existem as seguintes classes principais de quadricas: elipsoides, hiperboloides, para-
boloides, cones e cilindros. As formas geométricas e algébricas das quadricas estao
relacionadas com as das conicas da seguinte maneira. A proje¢ao de uma quadrica
num plano qualquer definido em R3, depois de identificadas duas coordenadas nesse
plano, vai representar uma coénica (degenerada ou nao degenerada). Como veremos,
0 nome “conica” esta relacionado com o cone, pelo facto de ser possivel obter as trés
cdnicas principais (elipses, hipérboles e parabolas) através da interse¢ao de um cone
com um plano.

Quanto as aplicagoes, algumas das quadricas tém servido de modelos na arquitetura.
Por exemplo, o hiperboloide de uma folha é um elemento da construcao de torres
radiotelevisivas, alguns farois e de torres de arrefecimento de centrais elétricas. A
justificacao desta utilizagao consiste na simplicidade da sua constru¢ao. Como ve-
remos, através de cada ponto desta quadrica passam duas retas que lhe pertencem.
Portanto, a quadrica pode ser constituida por barras retas. A quadrica paraboloide hi-
perbolico, que tem a forma de uma sela, também possui a mesma propriedade, o que
novamente justifica que algumas coberturas de edificios como estadios de futebol e
igrejas tém esta forma.

QOutros exemplos sao a quadrica paraboloide, que é usada na construcao de ante-
nas parabdlicas ou dos espelhos dos fardis maximos, e a quadrica elipsoide, que €
usada na area das geociéncias como modelo da forma do planeta Terra para calculos
geodésicos.

O objetivo deste capitulo é a identificagao e a classificacao das quadricas através da
transformacgao da equacao de segundo grau numa expressao mais simples através de
mudancgas de variaveis. Para isso vamos usar o procedimento do capitulo anterior,
recorrendo a teoria das formas quadraticas.

11.2. Quadricas relevantes

Iniciamos o estudo com as defini¢des das quadricas relevantes.

Definicao 11.1. Elipsoide, esfera

Sejam a, b, ¢, p > 0. Chamamos elipsoide a quadrica cuja equagao é

x2 y2 22 ~ . .
) + 7 + o) =1, a, b e c nao todos iguais,

e esfera a quadrica cuja equagao é

24y 4% =p%
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Exemplo 11.1. A quadrica x? + 5y% + 3z? = 1 é um elipsoide (veja a Fig. 11.1).

Definicao 11.2. Hiperboloide de uma folha

Sejam a, b, ¢ > 0. Chamamaos hiperboloide de uma folha a quadrica cuja equagao

Exemplo 11.2. A quadrica x2 + y> — z2 = 1 é um hiperboloide de uma folha (veja a
Fig. 11.2).

Definicao 11.3. Hiperboloide de duas folhas

Sejam a, b, ¢ > 0. Chamamos hiperboloide de duas folhas a quadrica cuja equa-
gaoe

218

Figura 11.1
Elipsoide
x2+5y2 +322 =1

Figura 11.2
Hiperboloide de uma
folha x2 + y2 —z2 = 1.
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Figura 11.3
Hiperboloide de duas
fozlhas
%—2y2—2z2 =1

Figura 11.4
Cone circular
2 4+y?-z2=0.

11. QUADRICAS

Exemplo 11.3. A quadrica de equacao % —2y? -2z = 1 é um hiperboloide de duas
folhas (veja a Fig. 11.3).

|
Definicao 11.4. Cone eliptico, cone circular
Sejam a, b, ¢, p > 0. Chamamos cone eliptico a quadrica cuja equagao &
2 2 2
x_2 L y_ S =0
a b2 2
e cone circular a quadrica cuja equacao é
2 +y2-p2=0
Exemplo 11.4. A quadrica x? + y% — z2 = 0 é um cone circular (veja a Fig. 11.4).
|

Definicao 11.5. Cilindro eliptico, cilindro circular

Sejam a, b, p > 0. Chamamos cilindro eliptico a quadrica cuja equagao é

2 2
X yo
ﬁ+b_2—1,a¢b7

e cilindro circular a quadrica cuja equagao é

X% +y? = p?.
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Exemplo 11.5. A quadrica x? + 2y? = 1 é um cilindro eliptico (veja a Fig. 11.5).

Figura 11.5
Cilindro eliptico
242y =1
]
Definicao 11.6. Cilindro hiperbélico
Sejam a, b > 0. Chamamos cilindro hiperbdlico a quadrica cuja equagao é
2 2
L=
a? b2
Exemplo 11.6. A quadrica x? — 4y? = 1 é um cilindro hiperbélico (veja a Fig. 11.6).
Figura 11.6
Cilindro hiperbélico
x2 - 4y2 =1.
]

Definicao 11.7. Paraboloide eliptico, paraboloide circular

Sejam a,b,p > 0 e p # 0. Chamamos paraboloide eliptico a quadrica cuja
equagao é

2 2
X y .
ﬁ—i_ﬁ_QpZ’aib’

e paraboloide circular a quadrica cuja equacgao €

x% +y% = 2pp?z.
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Exemplo 11.7. A quadrica x? + y? = z € um paraboloide circular (veja a Fig. 11.7).

Figura 11.7
Paraboloide circular
4y?=z
O
Definicao 11.8. Paraboloide hiperbdlico
Sejam a,b > 0 e p # 0. Chamamos paraboloide hiperbdlico a quadrica cuja
equagao e
2 2
Yy _
ﬁ - ﬁ = 2pZ
Exemplo 11.8. A quadrica x> —y? = z € um paraboloide hiperbélico (veja a Fig. 11.8).
Figura 11.8
Paraboloide hiperbdlico
¥ -y =1z

Definicao 11.9. Cilindro parabélico

Seja p > 0. Chamamos cilindro parabdlico a quadrica cuja equagao é

x% = 2py.
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Exemplo 11.9. A quadrica 4x? = y é um cilindro parabélico (veja a Fig. 11.9).

11.3. Porque chamamos "conicas" as conicas?

Como ja foi mencionado na introdugao a este capitulo, é possivel obter as trés cdnicas
principais (elipses, hipérboles e parabolas) através da intersecao de um cone com um
plano. Vamos agora ver isto em detalhe. A equacao geral de um cone circular é

X +y2-p*2 =0, p>0.

A intersecdo deste cone com o plano z = 1 é a circunferéncia x2 + y? = p2. A
intersecao do cone com o plano x = b é a hipérbole definida pela equacao

0222 =2 = b2,

Consideremos o plano 1I definido pela equagao

z=ax+1, (11.1)
a > 0. Introduzindo novas coordenadas (x’,y’, z’) definidas como
x'—az’ 1 , ax’"+ 7
r=——-—, y=y e 1=—=—,
1+a2 « 1+ a?

temos a equagao do plano II na forma z” = 0. Substituindo (11.1) na equag¢ao do
cone obtemos

x2+y% - p2a?x? - 2p%ax - p? = 0. (11.2)

Suponhamos que p?a? # 1. Entdo, a ultima igualdade pode ser reescrita na forma

2
pea
x— 55— 2
( 1—ﬂ2a2) » 4
2 ,02 -
(1—p2a2)2 1—p202

No plano I, isto €, quando z” = 0, obtemos a equagao

9 2
( x, - l - p z )
— 292 2
Vita2 @ l-pfe N >y
2 2 -
(1—p2(l2)2 1—p2a’2

Figura 11.9
Cilindro parabélico
4x? =y.
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ou, na forma equivalente

2
(x/ _ (m + pQQm))
a y/2

1-p2a?
=1.
(7) T
(1-p2a?)2 1-p%a?

Introduzindo as coordenadas (x”, y”’) definidas como

124 ’ 1 + a2 pza, 1 + a,2 144 ’
X' =x - - e y =Yy,
@ 1 - p2a?

obtemos a equacao

@2, 677

2 R =L
onde
2 2
o p(1+a7)
_ 113
C -y i
e
2
R L 114
1= 2a?] (114

O sinal “+” corresponde a desiqualdade p?a? < 1. Neste caso temos a equacdo de
uma elipse. O sinal “~” corresponde a desigualdade p?a? > 1. Neste caso temos
a equacao de uma hipérbole. E facil de ver que, dados a > 0 e b > 0, é sempre
possivel escolher p e @ que satisfagam as igualdades (11.3) e (11.4). De facto, das
igualdades (11.3) e (11.4) temos

M e p4a4 - 2p2a2 +1= g—j

Portanto, podemos sempre escolher p e @ que satisfacam a condicao

plat —2p%e% +1 = .
a

az_ 1+ a2

b4 p2

e tais que p%a? # 1.

No caso p?a? = 1, a equacao (11.2) toma a forma
y?=2p%ax - p* =0,

que nas coordenadas

144 ’ 1+O’/2 124 ’
T T Ty Y T

€ a equacao de uma parabola

1\2 2p2a 7 2 7"
(y") = x" = x”.
V1 + a? aV1l+ a?
Esta equagao permite obter qualquer parabola. De facto, a funcdo ¢(a) = aV1 + a2
toma todos os valores entre zero e infinito quando a > 0.
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11.4. Classificacao de quadricas

Vamos definir a forma geral de uma quadrica.

Definicao 11.10. Quadrica, quadrica degenerada, quadrica nao degenerada

Uma quddrica é o conjunto de pontos de R? que verificam uma equacio qua-
dratica de trés variaveis, ou seja,

X ={(x, %% %) eR?: f(x, 2% %) = 0},

em que

FOet % 1) = al (1) + a3 (%) + a ()2
2a%x1x2 + Qai’xlxg + 2a§’x2x3 + ot + 22+ b33 4 ¢, (11.5)
com a{,bi,c eRparai,j=123.
Dizemos que a quadrica é degenerada se X = () ou se X representa um ponto,

uma reta, um plano, dois planos paralelos, ou dois planos obliquos. Caso con-
trario, dizemos que a quadrica € ndo degenerada.

Quando as formas quadraticas das quadricas nao degeneradas estao numa forma
especial, a quadrica pode ser facilmente identificada a partir da sua expressao.

Notemos que a expressao (11.5) pode ser escrita de forma matricial como

T T
f(x)=x Ax+b x+g, (11.6)
X ar 4 o 1_ 2 1_ 3.,2_ 3 b
emque x = | x2|,A=|a3 a3 a3 |,0nde a, = aj,a; =aj €a5 =a,,eb=|»?]
3 1.2 3 3
* az dz dj b

O seguinte teorema classifica as conicas nao degeneradas.

Teorema 11.1 3

Toda a quadrica nao degenerada pode ser transformada numa das seguintes
formas reduzidas (ou candnicas), onde di, d, d3 > 0:

1. Elipsoide

d(y")? + d2(*)? + d3(*)* -1 =0;
2. Hiperboloide de uma folha

di(y')? + da(y*)? — d3(y%)? = 1 = 0;
3. Hiperboloide de duas folhas

di(y")? - da(y*)? —ds(y*)? -1 =0;

continua na pagina seguinte
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continuagao da pagina anterior

4. Paraboloide eliptico

di(y")? +d2(y*)? =y = 0;
5. Paraboloide hiperbolico

di(y')? - do(y*)? = y* = 0;
6. Cone eliptico

di(y")? +d2(3%)* - (5°)? = 0;
7. Cilindro eliptico

di(y')? +d2(y*)? -1 =0;
8. Cilindro hiperbélico

d(y')? - d2(y*)? -1 =0;
9. Cilindro paraboélico

di(y')?-y*=0.

Demonstracao. A demonstracao é idéntica a feita para o Teorema 10.13. -

Consideremos alguns exemplos onde em vez de x! vamos usar x, em vez de x% vamos
usar y e em vez de x® vamos usar z para simplificar a notacdo como no inicio deste
capitulo.

Exemplo 11.10. Consideremos a quadrica
4x2 4 36y — 9% — 16x — 216y + 304 = 0.

Vamos determinar a mudanga de coordenadas de modo que a quadrica resultante
esteja na forma reduzida para a poder classificar. Observamos que a forma quadratica
ja esta na forma diagonal. Notemos que

4x% —16x = 4(x? —4x +4) - 16 = 4(x —2)2 - 16

36y2 — 216y = 36(y% — 6y +9) — 324 = 36(y — 3)? — 324.
Substituindo estas expressoes na equagao da quadrica e efetuando calculos, obtemos
(x-2)°

9
A mudanca de variaveis

2 22

X=x-2 y=y-3 e 7=z
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transforma a quadrica na forma reduzida

O -

que é a equacgao de um hiperboloide de uma folha.

Exemplo 11.11. Consideremos a quadrica
2xy+2z=0.

A quadrica pode ser escrita na forma matricial

0
(xy z)l
0

A equacao caracteristica da matriz da forma quadratica é

=
=

o O =

0
of|y[+(0 o 1)[y]=0.
0/\z

A2 -1)=0.

Portanto, os valores proprios da matrizsao 1 = 1, 1 = -1 e 1 = 0 e os respetivos
vetores proprios normalizados sao

1 -1
! 1 ! 1 0
CIl — T = ) 512 - —= ) q3 - .
V2 V2
0 0 1

L _1L 9
V2 V2
— 1 1 1
Q—v—§ 5 0|
0 0 1

X X
yl=2ly
z 4
dada por
1 1 1, 1 ,
X — =2,

=—x'-—y, y=—x"+—y
V2 V2 V2 V2

transforma a quadrica na forma reduzida

que é a equagao de um paraboloide hiperbolico.
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Exemplo 11.12. Consideremos a quadrica
x2—y2 =22 +2V3xy -6y -9 =0.

Vamos determinar a mudanca de coordenadas que transforma esta quadrica na forma
reduzida para a podermos classificar. A quadrica pode ser escrita na forma matricial

1 V3 0\(x X
(x v 2|38 1 ofly[+(0 -6 o)[y|=09
0 0 -1)\z z

A equacao caracteristica da matriz da forma quadratica é

(1+2)(21%2-4)=0.

Assim, os valores proprios da matrizsao A = 2,1 = -2 e A = —1. Os respetivos
vetores proprios normalizados sao
V3 1
”l -3 0
G=1] G@=|8| e g=|o|
0 0 1

V3 1

7 —3 0
o=|1 B o

0 0 1

2 0 O
0 -2 0
0 0 -1

X X
y|=9|y
Z 7’
dada por
\/gl 1l 1I_|_v§l e !’
X = —X — — = —X —_ e
2 27 YT 2 T

transforma a quadrica na equacao
2(x')? - 2(y')* - (z/) - 3x' = 3¥3y' =9 = 0.

Completando os quadrados na expressao anterior, vem

2
’ 32 3\/§ AV
2(x—1) ~2 | @5 -g-9=0.

o+ = 3
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Usando, agora, a mudanca de coordenadas

XN_X,—§ " __ /_’_ﬂ e "o 7
= T y' =Yy 1 i =2,
obtemos forma reduzida
27
2()(”)2 _ 2()7“)2 _ (Z//)Q — Z’

que é a equacao de um hiperboloide de duas folhas.

Exemplo 11.13. Consideremos a quadrica
X242+ 22+ 2xy +2yz+2x7-x+y=0.

A quadrica pode ser escrita na forma matricial

11 1\(x x
(x v 2t 1 af|y]+ (-1 1 0)fy|=0
1 1 1/\z z

A equacao caracteristica da matriz da forma quadratica €
2 _
2%(1-3)=0

e, assim, os valores proprios da matriz sao 4 = 0, que € um valor proprio de multi-
plicidade 2, e 2 = 3. Os respetivos vetores préprios normalizados sao

_L _1 1

V2 V6 V3

1 —|_1 —| L

q1 = Rk q2 = G € g3 A
0 2 1

V6 V3

L _L1 L

V2 V6 V3

o=+ -L 1
V2 V6 o V3 [

0 2 L

V6 V3

comdet(Q) = 1. Depois da diagonalizagao, obtemos a forma quadratica com a matriz

o O O
o O O
w O O

Assim, a mudanca de coordenadas
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dada por
T, 1, 1, T, 1, 1, 2, 1,
R W R TR W TE W e
transforma a quadrica na forma reduzida
3()2 + %x' —0,
que é a equagao de um cilindro parabdlico. .

11.5. Retas na superficie

Vamos ver uma propriedade interessante de duas classes de quadricas, que explica
as suas utilizagdoes na construcao de torres e coberturas de edificios.

Através de cada ponto de um hiperboloide de uma folha passa um par de retas (veja
a Fig. 11.10). De facto, a equagao desta superficie

LA S
a2 b2 2 7

ou, de forma equivalente,

+9E-9-0-30-)

Consideremos a reta definida pelo sistema de equacgoes lineares

nari)=10e3)

a2 =rl-5),

onde A e u sao constantes. As coordenadas de cada ponto da reta satisfazem ambas
as equacgoes e, logo, satisfazem a equagao do hiperboloide de uma folha. Escolhendo
(x,y), coordenadas de um ponto no hiperboloide de uma folha, podemos encontrar os
parametros A e u (@ menos de um multiplicador comum). Podemos aplicar o mesmo
raciocinio ao conjunto de retas definidas pelo sistema de equacgoes lineares

o r-3)

c b
(D=l

O paraboloide hiperbélico tem a mesma propriedade (veja a Fig. 11.11). Como a sua
equagao é

2 2
x_2 - y_ = 223
a?  b?

através de cada seu ponto passam as retas definidas pelos sistemas de equacgoes
lineares

(54
) -2
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Figura 11.10
Retas no hiperboloide
de uma folha.

Figura 11.11
Retas no paraboloide
hiperbdlico.

Devido a esta propriedade, estas superficies sao faceis de empregar na construgao de
estruturas pois podem ser concebidas utilizando vigas retas.
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12. FORMA CANONICA DE JORDAN"

12.1. Introdugao

Quando no espaco linear X existe uma base de vetores proprios de uma aplicacao
linear A € £(X,X), a matriz da aplicagao linear nessa base tem a forma diagonal,
que é a forma mais simples possivel. Mas, como sabemos, a base de vetores proprios
pode nao existir. Como, entao, construir neste caso uma base onde a forma da matriz
da aplicacao linear é razoavelmente simples? Neste capitulo vamos construir essa
base, conhecida como base de Jordan, que além dos vetores proprios também contém
os chamados vetores associados. Nesta base a matriz da aplicagao linear tem uma
forma diagonal por blocos em que os blocos tém uma estrutura muito simples. Esta
forma da matriz é a famosa forma candnica de Jordan, que pode ser muito Util na
resolucao de varios problemas. Por exemplo, com a ajuda da forma canodnica de
Jordan podemos escrever a solucao geral de um sistema de equacgoes diferenciais
lineares de coeficientes constantes sem recorrer aos métodos de Analise Matematica
como a transformada de Laplace, mas utilizando ideias puramente geométricas, ou
seja, atraves da construcao de uma base adequada.

Ha muitas demonstragdes do Teorema de Jordan sobre a forma candnica. Algumas
sao muito curtas mas nao permitem perceber a natureza deste importante resultado.
Nos vamos seguir o caminho mais longo de todos que consiste no estudo detalhado
da estrutura dos espacos invariantes de uma aplicacao linear. Apos este estudo o
Teorema de Jordan torna-se praticamente ébvio.

Neste capitulo X = C".

12.2. Teorema Fundamental da Algebra

Vamos agora demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra sobre a existéncia de
raizes de um polinémio considerado no conjunto dos numeros complexos. Este te-
orema ja foi utilizado em varias consideracoes anteriores e é fundamental na de-
monstracao do Teorema de Jordan. Embora conhecido como Teorema Fundamental
da Algebra este teorema € um teorema da Analise Matematica, pois ndo existem de-
monstracoes deste teorema puramente algébricas. Na verdade, é sempre necessario
recorrer, de uma maneira ou outra, ao conceito de continuidade.

Seja
P(z)="+a" '+ +ay (12.1)

um polindmio de coeficientes complexos com a,, # 0.

Para demonstrar este teorema, vamos precisar dos seguintes resultados auxiliares.

Para todo A > 0 existe r > 0 tal que |P(z)| > A, sempre que |z| > r.
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Demonstracao. Seja

r = max {1, 2n max |ag/, WQA} .
k=1,n

Entdo, utilizando a desigualdade triangular e a sua consequéncia imediata, a desi-
gualdade |a| — |b| < |a — b|, para z que verifica a condicao |z| > r, temos

|P(Z)| =" +dlzn_1 + o dan = 2"

a a a,
I+ =+ =4t —
Z Z Z

max, _— |ag| z|"
)>uw(1—n k=T )>|| -

> |z]" (1 -

a  as a,
Z Z Z

|z] 2
||

Seja zp um ponto que verifica P(z9) # 0. Entdo, existe z; tal que |P(z1)] <
|P(Z0)|.

Demonstracao. Consideremos primeiro o caso especial quando P(0) = 1. Neste caso
o polinémio P(z) tem a forma

P(z) = 1+ api 2" (1 + H(2)),

onde k € um numero entre 1 e n -1, ou seja, a,—1 = ay—2 = --- = a,-j+1 = 0, onde
Jj pertence ao conjunto de 2, ..., n, e 0 polinémio H(z) verifica a condi¢ao H(0) = 0.
Seja z; uma solugao da equagao

ayu—
k:—6k| nk|

Z s
ap—k

onde § > 0. Notemos que, no conjunto dos numeros complexos, esta equagao tem
sempre pelo menos uma solucdo. E aqui que os nimeros complexos assumem um
papel imprescindivel. Entdo, como |H(z1)| < ¢6, onde ¢ > 0 é uma constante, temos

1P(z1)] = |(1 = 6"|an—i|(1 + H(z1)))| < |1 = 68 |an—i|| + 6 anr|c

=1 -6 api| + 8 Hapile < 1,

sempre que ¢ > 0 é suficientemente pequeno.

No caso geral, representamos o polinémio P(z) na forma

P(z)=((z—z0) +20)" + Zn: ar((z = z0) + z0)" ¥
k=1

— (- Y- ) = Pl
k=1
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Obviamente temos
b" = P(z0) # 0.

Portanto, introduzindo uma nova variavel { = z — zp, obtemos polinémio Q(¢) =
2 Po(¢) que verifica a condigdo Q(0) = 1. Logo, como acabamos de ver, existe ¢; tal
que |0(&1)] < 10(0)] = 1. Seja z1 = &1 + zo. Entdo temos

[P(z1)] = [Po(z1 = 20)| = [8"11Q(&1)] < [B"[1Q(0)] = [Po(0)] = [P (z0)I.
|

Estamos agora em condicdes de demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra. O
ponto chave desta demonstragao é a utilizacao do Teorema de Weierstrass sobre a
existéncia de minimo de uma fungao continua definida num conjunto fechado e li-
mitado.

Teorema 12.1. (Fundamental da Algebra)

O polindmio (12.1) tem pelo menos uma raiz complexa.

Demonstracdo. Fazendo A = 2|P(0)| no Lema 12.1, temos r > 0 tal que |P(z)| >
2|P(0)| sempre que |z| > r. Pelo Teorema de Weierstrass, a funcao continua |P(z)],
considerada no disco fechado D = {z : |z] < r}, atinge o seu valor minimo num
ponto zp € D. Obviamente temos |P(z0)| < |P(0)] < 2|P(0)], o que implica que
|P(z0)| < |P(z)| sempre que z ¢ D. Portanto, |P(zo)| < |P(z)| para qualquer z. Entdo,

aplicando o Lema 12.2 vemos que P(zg) = 0. -

12.3. Soma direta de subespacgos

Seja X um espaco linear de dimensdo n. E facil verificar que a interseccao de su-
bespacos é um subespaco. Obviamente a dimensao de um subespago nao supera a
dimensao do espaco.

Vamos introduzir uma operagao importante com conjuntos.

Definicao 12.1. Soma geométrica de conjuntos

Consideremos os conjuntos A; c X, j = 1, m. Ao conjunto

m m
ZAj—{xEX:x—Zaj,ajeAj}
=1

Jj=1

damos o nome de soma geométrica dos conjuntos A; ¢ X, j = 1, m.

Obviamente uma soma geométrica de subespacos € um subespago. Vamos agora
definir uma classe especial de somas geométricas de subespacos.
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Definicao 12.2. Soma direta de subespacgos

Vamos dizer que o subespaco S € uma soma direta dos subespacos
X1, X, ..., X, se

s:ix,- e X)) X =10}, k=Tm.
j=1

j#k

Neste caso vamos escrever

S=X10X0 - 0X, ou S=PX;
j=1

L

Os seguintes teoremas esclarecem a importancia do conceito de soma direta.

Teorema 12.2

SeX=X;6Xo® - & X, entdo para todo x € X a representagao

X=x1t x4+ X,
onde x; € X, j = 1,m, € Unica. Em particular, se

O=x1+x2+ -+ xm,

ondex; € Xj,j=1m,entdox; =0, j = 1,m.

Demonstracao. Suponhamos que ha duas representagoes
x=x1+x2+-+x, € x=y1+y2+-~+ ym

onde x; € X, y; € X;, j = 1, m. Entdo temos

0= (x1—y1)+ (x2—y2) + -+ (Xm = ym)- (12.2)
Obviamente
Xk — Yk € Xk.

Por outro lado, de (12.2) vemos que
xo-ye =) (v -x) € ) X
J#k Jj#k

Logo, temos

Xk — Yk EXkﬂZXJ = {0},

Jjtk

para todo o k.

Demonstremos agora o resultado inverso.
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Teorema 12.3

SejamX; cX,j= 1, m, subespacos cuja soma geométrica é igual a X. Supo-
nhamos que a igualdade

O=x1+x2+ -+ X,

onde x; € X; implicax; = 0. Entao, X =X; 6 X0 & - - - ® Xips.

Demonstracao. Consideremos um vetor xx € Xy (1 X4 X;. Existem vetores x; € X,
J # k, tais que
Xp = X1 4o X1+ X1 o A X,

ou, na forma equivalente,

O=ox1 4+ xk-1— X%+ X1+ + X

Esta igualdade implica x; = 0, j = 1, m. Portanto, x; = 0. Logo, temos

Xy ﬂZXj = {0}.

Jj£k

Teorema 12.4

Sejam X um espaco linear e M um seu subespaco. Entao, existe um subespaco
Ntalque X =M@o N.

Demonstracao. Seja {ey, e, ..., e,} uma base em M. Pelo Teorema 3.5 existe uma

base {e1,...,em> em+1 .. .,e,} em X. Definamos o subespaco N como
n
N = k, . k e
= ‘e :a"e€eCk=m+1Ln;.
k=m-+1
Como os vetores {e1, ..., €m, €m+1 - - ., €, } formam uma base em X, paratodoo x € X

existem of € C, k = 1, n, tais que

m n
X = Z a/kek + Z akek.
k=1 k=m+1

Portanto, x = xyy + xy, onde xiy = Y7L, a¥ex e xy = X7, . @*ex. Consideremos
um vetor y € M N N. Temos

n

m
y = Zakek: Z ke
k=1

k=m+1
Portanto
m n
0= Z aker — Z akey.
k=1 k=m+1

Esta igualdade implica o* = 0, k = 1,n. Logo, y = 0. O que significa X = M @ N.
|
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12.4. Subespacgos invariantes

Sejam A € L(X,X) e L c X um subespaco invariante de A. Suponhamos que

dim(L) = m < n. Escolhemos uma base {ey, e, ..., ey} no subespaco L. Pelo Teo-
rema 3.5 existem vetores {e;;+1, . . ., e, } tais que o sistema {e1, ..., €m, €mr1,- .-, €n}
€ uma base em X. Como L € um subespaco invariante de A temos
m
Ae = Za;fej,k = L_m,
j=1

isto é, a matriz A tem a forma

1 m m—+1

... .. n
a a; o a;
1 m—+1
A . am ) a% am ) a’r/:i
N .. m+l o n
0 0 am-‘rl am—l—l
0 -~ 0 arftt ...

Inversamente, se a matriz tem esta forma, entao o subespaco gerado pelos vetores
ex, k = 1, m, é invariante relativamente a A.

Agora suponhamos que o espaco X representa-se na forma de uma soma direta de
subespacos invariantes da aplicacao A, ou seja,

X=X16X0- - -&Xg.

Vamos ver que forma tem a matriz de uma aplicagao linear quando o espaco é uma
soma direta de subespacos invariantes desta aplicacao.

Sejam dim(X,) = my, s = 1,S. Entdo, n = my + mg + --- + mg. Escolhemos uma
base {eq, es,...,e,} em X tal que

{e].v 625 .. -’em1} - Xl’

{eml-f—l, em1+2$ MR em1+m2} - X2a

{€m1+...+m5_1+1, eyt dmg 1425+ s €m1+...+ms_l+ms} C Xs.

Nesta base a matriz de A tem uma forma diagonal por blocos, isto &,

0 A :
S ,

. c. *. 0

0 -~ 0 Ag

onde os blocos Ay contém os elementos a’; definidos pelas formulas

my+-tmg_1+mg
Aep = Z a;?ej, k=m +---+mg_1+1Lm +- - +mg_1+ mg.
Jj=mi+-tmso1+1
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12.5. Forma candnica de uma aplicacao nilpotente

A matriz que corresponde a aplicagdo A € £(X,X) depende da base. Consideremos
a questao de escolha da base, tal que a matriz tenha a forma mais simples possi-
vel. Nesta seccao vamos construir essa base para uma classe especial de aplicagoes
lineares.

Definicao 12.3. Aplicacao nilpotente

Dizemos que a aplicagdo linear A € L(X,X) é nilpotente se existe um numero
natural m tal que A™ = 0, isto é, A x = 0 paratodo o x € X.

Seja A uma aplicacdo nilpotente. Suponhamos que A” = 0 e A”"! # 0. Considere-
mos 0s subespacos

Mg = {x: A x =0}, k=0,m.
Obviamente

{0} =MgcM;cC---CcM,,.1 cM, =X
e M,,,_1 # M,,.

Estes subespagos tém representacao na forma de somas diretas de subespacos des-
crita no seguinte teorema.

Teorema 12.5

Existem subespacos Ny, k = 0, m — 1, tais que

M,,, = M;—1 © Nyp—q,

My-1 = My—2 ® AN;;-1 @ Nyppo,

(12.3)
Miictr1 = Myt ® A IN,_1 © AA°Npyg @ -+ © Ny,

M; =My ® A" 'N,,_; ® A" 2N, 2@ --- & Ny.

Demonstracao. Vamos fazer a demonstragao por indugao. A existéncia do subespaco
N,,_1 é uma consequéncia imediata do Teorema 12.4. Suponhamos que os subes-
pacos N,,,_1, N, o, ..., N,,_«, k < m, ja estao construidos e verificam as primeiras k
igualdades (12.3). Como N,,,_; C My—i41,i = 1, k, temos

{0} = AN, = AR AARN,, ;.
Logo, AAKIN,,,_; ¢ M,,_x e, portanto,

E

i=1

A Cc M,k
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Mostremos que

k k

i=1 i=1
Obviamente temos
A @ AN, = Z AN
i=1 i=1

Sejam x,—; € Ny, i = 1k, taisque 0 = XX, AK-i+1y, ;. Entdo,0 = AYK | A%,
e como k < m temos Zle AF=ix,, ;€ My € M,,,_x. Da k-ésima igualdade (12.3), te-
mos 0 = Y¥_, A¥x,,_;. Logo, A*"'x,,_; = 0,i = 1, k. Aplicando A a estas igualdades

obtemos A= *1lx, ;.1 =0,i =1k, ou seja,

k k
ZAk_iHNmfi _ @Ak—i—s—leii'
i=1 i=1

Mostremos que

Mp_g_1 ﬂ A é AN, = {0},
i=1

Sejam x;;—; € Ny, i = 1k, e

k k
0 — Am—k—lA Z Ak_i-xm—i — Am—k Z Ak_ixm—i,
i=1 i=1

0 que implica que

ki
A lxm_i e M,,_«.

HM»
I

Logo,

gl

k
Ay =0 e AZ ARy = 0.
i=1 i=1

Obviamente, temos
k

Mpi-1+A Y AN, =M, 41 ® AN, @+ @ AN, © Mg
i=1

Pelo Teorema 12.4 existe um subespaco N,,,_,_1 tal que

M-k = Myp—k-1 @ AkNm_l DD AN,k ® Npyp—g—1.-
|
()

Escolhemos uma base e;”,i = 1,n;, em N;. Sejam e](.? = A’ej(,i),l = 0, j. Obviamente,

cada vetor do subespaco A’Nj pode ser representado como uma combinacao linear
dos vetores e](.;).

efeito, se | a'iej(.;) = 0, entdo A’ 377, ozl-ef.i) = 0. Logo, 37, a,-ef.i) e M; ¢ Mj,

Mostremos que estes vetores sao linearmente independentes. Com
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visto que / < j. Por outro lado Y7, ozie](.i) € N;. Como M; N N; = {0}, temos

2:11 aie](.i) = 0 o que implica a; = 0,7 = 1,n;. Portanto, os vetores e%)

formam uma base no subespaco Ale. Logo, os vetores e@, i =1n,l =0,/
Jjt 7

j = 0,m—1, formam uma base em X. Representemos o0s vetores desta base na

forma da sequinte tabela:

® L )

,i = 1,}'lj,

em—l m—1 ) )
(1) (- 1 (nm-2)
Aem—l o Aem—l ' em—2 e em—2 ’
Am—leEr}zl . Am_lef::iﬂl_l) Am—Qer(nlzz . Am—2e£::n2—2) . 6(1) . e((]”())

Cada coluna desta tabela determina um subespaco invariante da aplicagao A. As
primeiras n,,_1 colunas determinam subespagos de dimensao m. As n,,—2 colunas
seguintes determinam subespacos de dimensao m — 1, etc. Finalmente, as ultimas ng
colunas determinam subespacos da dimensao um. Escrevamos a matriz da aplicagao
A nesta base. Consideremos os elementos de uma coluna da tabela
Aje(.i), Aj_le(i), AU Ae(.i), e@,
J J J J

escritos nesta ordem. A aplicagao A transforma o primeiro vetor em zero, o segundo
é transformado no primeiro, e assim sucessivamente. Portanto, a matriz da restricao
da aplicagao A ao subespacgo gerado pelos vetores A’ej(.i), [ =0, j, nesta base tem a

forma
0 1 0 0
0 0 1
00 0 . 0 (12.4)
1
0O 00 --- 0

A mesma forma tem a matriz da aplicacdo A considerada nos subespagos gerados
pelas outras colunas da tabela. Donde, na base construida, a matriz da aplicagao A
tem a forma diagonal de blocos

Al m-1
Ao -1 0

14”;71—1,””_1

A

AnO,O

onde todos os blocos tém a forma (12.4).
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12.8. Algebra de polinémios

Para demonstrar o Teorema de Jordan vamos precisar de um resultado importante
ligado as propriedades de polindmios. J& sabemos que o espago £(X,X) é uma al-
gebra (veja a Secgao 5.4). Os polindmios

m

P(A) =) axd,

k=0

também formam uma algebra, isto €, um espaco linear cujos elementos podem ser
multiplicados, e esta operagao, denotada por “”, é associativa e distributiva. A exis-
téncia dos elementos inversos nao € necessaria.

Vamos, agora, definir um dos conceitos mais importantes da Algebra.

Definicao 12.4. Ideal

A um subespaco J da algebra A chamamos ideal se x - a € J para todos
xeJeaeA.

Seja Q(/l) um polinémio. Obviamente o conjunto dos polinémios que tém a forma
P(1)0(1), onde P(1) é um polinémio, é um ideal na algebra de polinémios. Mostre-
mos que todos os ideais nesta algebra tém esta estrutura.

Teorema 12.6

Seja J um ideal na algebra de polinomios A. Entao, existe um polindmio
0(1) € Atal que J = {P(1)Q(1) : P(2) € A}. O polinémio Q(1) esta
determinado a menos de um multiplicador.

Demonstracao. Seja Q(ﬂ) um polindmio de J que tem o grau menor possivel. Entao,
qualquer polinédmio Q(1) € J pode ser representado na forma

Q(4) = P()Q(A) + R(4),

onde R(1) é um polinémio de grau menor do que o grau do polinémio Q(4), o resul-
tado da divisdo de Q(2) por O(1). Como Q(1) € J e P(1)Q(1) € J, temos

R(1) = 0(1) - P()O(1) € 7. (125)
O grau de R(1) é menor do que o grau de Q(4), o que é uma contradicio com (12.5).
Logo, R(A) =0 e J = {P(1)Q(A) : P(A) € A}.

Seja Q(1) um outro polinémio que verifica J = {P(1)Q(1) : P(1) € A}. Logo,
existem polinémios P(1) e P(1) tais que Q(1) = P(2)Q(1) e Q(2) = P(1)Q(A).
Daqui vemos que os polinémios P(1) e P(1) ndo dependem de 4, isto €, sdo nlimeros.

[

A identidade de Bézout, bem conhecida para os nimeros primos entre si, € também
valida para os polindmios.
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Teorema 12.7

Sejam Qx (1), k = 1,m, polinémios, em que pelo menos um deles é diferente
de zero. Suponhamos que o grau do maximo divisor comum destes polinédmios
é zero. Entdo, existem polindémios Py (1), k = 1, m, tais que

> Pe()Qk(A) = 1. (12.6)
k=1

Demonstracao. Consideremos o conjunto
J = {Z Pe()0k(2) : Pr(2) € ﬂ} .
k=1

Obviamente, J é um ideal em ‘A. Pelo Teorema 12.6, existe um polinémio Q(A) e9g
tal que J = {P(1)Q(1) : P(1) € A}. Logo, existem polindmios Ry (1), k = 1,m,
tais que QOx(1) = Ri(1)Q(1), k = 1,m. Como o grau do maximo divisor comum
dos polinémios Oy (1) é igual a zero, entdo o grau do polinémio Q(1) é zero. Como
0(2) € g, existem polinémios Py (1), k = 1, m, tais que

0(1) = i Pr(2)Qk (). (12.7)
k=1

0 polinémio Q(1) é uma constante diferente de zero. (Caso contrario, o ideal J é

zero.) Dividindo (12.7) por esta constante, obtemos (12.6). -

Para a construgao que vamos fazer a seguir € muito importante a seguinte observacao.
Seja A € L(X,X). A cada polinémio

m

P(1) =Y acd,

k=0
corresponde a aplicagao linear

P(A) = i axA* e L(XX). (12.8)

k=0

Se P1(1) e P2(A) sao dois polindmios, entdo a soma (produto) destes polindmios
corresponde a soma (produto) das aplicagoes correspondentes. Portanto, os teoremas
aqui demonstrados sdo validos para os polinémios de aplicacdes do tipo (12.8). E
exatamente nesta forma que vamos utilizar os resultados desta secgao.

12.7. Polinémio anulador de uma aplicacao linear

Sejam A € L(X,X) e Q(2) um polinémio. Para o estudo da estrutura de uma aplica-
¢ao linear é muito importante a seguinte definicao.



ALGEBRA LINEAR DO PONTO DE VISTA GEOMETRICO

Defini¢ao 12.5. Polinémio anulador

Dizemos que um polinémio Q(1) é polindmio anulador da aplicacdo A se

0(4) = 0.

Cada aplicagao A tem pelo menos um polinémio anulador.

Teorema 12.8

Seja A € L(X,X). Entdo, existe um polindmio anulador de A.

Demonstracdo. O espaco £ (X, X) tem dimensao n%. Logo, quaisquer n?+1 elementos
deste espaco sao linearmente dependentes. Portanto, existem numeros ¢ € C, k =
0,n2, tais que, 22’2:0 lck] > 0, e 222:0 cx Ak = 0, isto €, o polinémio Q(1) = 222:0 cx Ak

€ um anulador da aplicagao A. .

Obviamente, o conjunto de todos os anuladores de uma aplicacdo A € L(X,X) é um
ideal na algebra dos polindmios. Pelo Teorema 12.6, existe um polindmio anulador
Q(ﬂ), determinado a menos de um multiplicador, tal que todos os anuladores tém
a forma P(1)Q(1), onde P(1) é um polinémio. Ao polinémio Q(1), que tem o grau
minimo possivel entre os anuladores da aplicagao A, chamamos polindmio anulador
minimo.

Teorema 12.9

Suponhamos que o anulador Q(1) da aplicagao A € £(X,X) se representa na
forma Q(1) = 01(1)Q2(2), e o grau do maximo divisor comum dos polinémios
01(A) e Q2(2) é igual a zero. Entdo, existem subespagos X; e Xp tais que

1. AX; c Xj e AXy ¢ X,

2. 01(Q) é anulador da restricao da aplicagdo A ao subespago Xa e Q2(2)
€ anulador da restricao da aplicacao A ao subespaco X,

3. X=X 0 Xo.

Demonstracdo. Pelo Teorema 12.7, existem polindmios P (1) e P2(A4) tais que

P1(2)Q1(1) + P2(1)Q2(2) = 1.

Gragas a correspondéncia entre os polinomios e polindmios de aplicagdes mencio-
nada na secgao anterior, temos a igualdade

P1(A)Q1(A) + P2(A)Q2(A) = 1. (12.9)
Sejam X; = Qi (A)X, k = 1, 2. E facil ver que

AXy = AQi(A)X = Qi (A)AX C Qr(A)X = Xy, k = 1,2.
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Sejam x; € Xy, k = 1,2. Entao, existem y; € X tais que xx = Ox(A)yk, k = 1, 2.
Logo,

02(A)x1 = 02(A)Q1(A)y1 = Q(A)y1 =0

Q1(A)x2 = 01(A)Q2(A)y2 = Q(A)y2 = 0.

Finalmente, para todo x € X, da igualdade (12.9) temos
x = Q1(A)P1(A)x + Q2(A)P2(A)x € X1 + Xs.

Seja x € X3 NXa. Entdo, Q1(A)x = Q2(A)x = 0. Da igualdade (12.9) obtemos
x = P1(A)01(A)x + Pa(A)Q2(A)x = 0.

Portanto, temos X = X; & Xo.

12.8. Forma canonica de Jordan

Pelo Teorema Fundamental da Algebra o polinémio anulador P(1) da aplicagao A
pode ser representado na forma

K

P() =] [(1-a)™, (12.10)

k=1

onde os numeros A, k = 1, K, sao todos diferentes. Aplicando varias vezes o Teo-
rema 12.9 obtemos o resultado seguinte.

Teorema 12.10

Se o polinédmio anulador da aplicagao A : X — X tem a forma (12.10), entao
existem subespacos Xy, k = 1, K, tais que

1. AXk C Xk, k = 1,K,
2. X = @kK:le e

3. (A- D)X, ={0}, k=1K.

Deste teorema vemos que as aplicagoes By = A — kI, k = 1,K, sao nilpotentes nos
subespacos X, k = 1, K. Como nos subespacos X, k = 1K, temos A = By + il e
existe uma base onde as aplicacdes By tém matrizes diagonais por blocos com blocos
do tipo (12.4), chegamos ao resultado seguinte.
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Teorema 12.11. (Jordan)

Existe uma base (base de Jordan) tal que a matriz da aplicacao A nesta base
tem a forma candnica de Jordan
A4 1 0 -+ 0
0 4 1
0O 0o . .0 0 0
S
0 0 0 A
A2 1 0 --- 0
0 41 1
0 0 O 0 0
S
0 0 0 A
A 1 0 - 0
0 & 1 :
0 0 0 O 0
S
0 0 0 A

O polindmio caracteristico da aplicagao A nao depende da base (veja a Seccao 7.3).
Calculando o polinémio caracteristico na base de Jordan obtemos

K
det(A _ /lI) — l_[(/lk _ /l)llk+~..+lnkk’
k=1

onde /;; sao as dimensoes dos blocos na forma candnica de Jordan que correspondem
ao valor proprio 1. O anulador minimo da aplicagao A tem a forma

K

o) = [ [,

k=1

onde I, é a dimensao maxima dos blocos na forma candnica de Jordan que corres-
pondem ao valor proprio 1. Portanto, Q(2) é divisor do polinémio caracteristico.
Isto demonstra o teorema seguinte.

Teorema 12.12. (Cayley-Hamilton)

O polindmio caracteristico da aplicagao A, A(1) = det(A—AI), € um anulador
desta aplicagao.
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12.9. Solucgao geral da equacao diferencial de coeficientes
constantes

Seja A € M, «x,. Consideremos a equacao diferencial

&= Ax. (12.11)

A aplicacao A tem K valores préprios A, k = 1, K. A cada um destes valores, na forma
canonica de Jordan, correspondem n; blocos e cada bloco com o indicei = 1, ng, tem
dimensao ;. Pelo Teorema de Jordan em X existe uma base formada pelos vetores

l(’k) onde k = LK, i = 1,ng, | = 1, %, que verificam as igualdades

(A- 1™ =0,

(A Ak]) (lk) V%ik),

(A=A, (lk) vl(k)l’

ou, na forma equivalente,

Av%ik) = /lkvyk),
Avéik) = /lkvéik) + viik),

@) k),
AV = A, v

ik) = . L
Os vetores v%l ) s30 os vetores proprios da aplicagao A correspondentes aos valores

, . 14 ~ . .
proprios A, e 0s vetores vl(l ), [ > 1, s3o conhecidos como vetores associados ao vetor

proprio va).

Teorema 12.13

A solucao geral da equacgao (12.11) tem a forma

K ni i ik ik) (k) MU o
xt):Zexp(/lklZZCl) 1—1 1+(12_2)'tl’2+...+ 111t+ll),
=1 == :

onde Cl(ik), k=1K,i=1,n,1 =11, sao constantes.
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Demonstracao. Derivando x(z), obtemos

d 3 SN "Yk) 1-1 ng) 1-2 (ik)
E.X([) :kzzll/lk exp(/lkt)izzlzcl ml + (1_2)‘[ +...+vl

Consideremos um exemplo.

Exemplo 12.1. Vamos encontrar a solucao geral do sistema v = Av, v = ()y;) € R3,

onde A = (0 i —%) O polinémio caracteristico da matriz
det(A—-Al) = -3 +42% =51 +2=-(1-1)%(1-2)
tem raizes A = 1 de multiplicidade 2 e 2 = 2. Resolvendo os sistemas Av = v e

L 1 .
Av = 2v, encontramos o vetor proprio vi = (%) que corresponde ao valor proprio

A 1 . -
A = 1 e o vetor proprio vo = ((1)) que corresponde ao valor proprio 4 = 2. Nao
ha outros vetores proprios. Procuremos um vetor w associado ao vetor préprio vi. A
equacao vy + Aw = Aw, ou seja,

1 -y+z
1= x-2z |,
1 -y+z

- 3
tem, por exemplo, a solugao w = (%) Os vetores v1, v9 € w formam uma base em
R3. A solucdo geral do sistema v = Av é

X 1 1 3 1
v=|y|[=Ci|1|expt+ Co|r|1|+|1]|expt+ C3|0[exp(2t).
2z 1 1 2 1

249






Indice remissivo



252

INDICE REMISSIVO

algebra, 84

aplicagao adjunta, 92
aplicagao afim, 161

aplicacao autoadjunta, 94
aplicacao de transicao, 89
aplicacao identidade, 82
aplicacao inversa, 83
aplicagao inversa direita, 82
aplicagao inversa esquerda, 82
aplicacao linear, 74

aplicacao linear invertivel, 83
aplicacao nilpotente, 240
aplicagao ortogonal, 95
aplicagao projecao, 104
aplicagao simétrica, 94

area orientada, 100

assinatura de uma forma quadratica, 177

assintotas de uma hipérbole, 201

baricentro, 155

base, 9

base canonica, 17

base candnica em R", 49
base num espaco linear, 49
base ortonormal, 63

bases ortonormais, 17

cadeia de Markov, 162

caracteristica de uma forma
quadratica, 177

caracteristica de uma matriz, 52
centro de massa, 155

cilindro circular, 220

cilindro eliptico, 220
cilindro hiperboélico, 221
cilindro parabélico, 222
circunferéncia, 194

co-fator de um elemento de uma
matriz, 113

coeficiente de difusao, 148
coeficientes de Fourier, 69
combinagao afim, 155
combinagao linear, 9, 48

complemento algébrico de um elemento
de uma matriz, 113

complemento ortogonal, 61
complexificagao, 137
composicao de aplicagoes lineares, 75
cone circular, 220

cone eliptico, 220

conjunto ortogonal, 63
coordenadas, 9

coordenadas baricéntricas, 159
coordenadas de um vetor, 49
Critério de Sylvester, 180
conica, 208

conica degenerada, 208

cbénica nao degenerada, 208

decomposicao QR, 125

desigualdade de Bessel, 70
desigualdade de Cauchy-Schwarz, 59
desigualdade de Hadamard, 125
determinante de Gram, 121
determinante de uma matriz, 105

determinante de Vandermonde, 117



determinante em R”, 104
determinante em V2, 100
determinante em V3, 103
dimensao de um espaco linear, 52
diretriz de uma parabola, 205
diretrizes de uma elipse, 198
diretrizes de uma hipérbole, 203

distancia, 3, 57

elementos pivo, 44
elipse, 194
elipsoide, 218

equagao caracteristica da aplicagao
linear, 137

equacgao caracteristica de uma matriz, 134
equacao de difusao, 148

equacao do calor, 148

esfera, 218

espaco afim, 154

espaco Euclidiano complexo, 71
espaco Euclidiano real, 58

espaco linear, 40

espaco linear complexo, 40

espaco linear real, 40

espago normado, 56

espacos Euclidianos, 56

espagos normados, 56

excentricidade de uma elipse, 196
excentricidade de uma hipérbole, 202

excentricidade de uma parabola, 206

fatorizagao QR, 125
foco de uma parabola, 205

focos de uma elipse, 196

iINDICE REMISSIVO

focos de uma hipérbole, 202

forma candnica de Jordan, 234

forma quadratica definida negativa, 182
forma quadratica definida positiva, 179
forma quadratica hermitiana, 186

forma quadratica hermitiana
simétrica, 186

forma quadratica na sua forma
canonica, 177

forma quadratica semidefinida positiva
(negativa), 182

formas canonicas de conicas, 208
formas canoénicas de quadricas, 225
formas quadraticas, 170

formas reduzidas de conicas, 208
formas reduzidas de quadricas, 225

fungao exponencial complexa, 144

hiperboloide de duas folhas, 219
hiperboloide de uma folha, 219

hipérbole, 195

ideal, 243

igualdade do paralelogramo, 60
inversao, 106

isomorfismo, 79

isomorfismo de espacos lineares, 79

lei de inércia, 178
linearmente dependentes, 9

linearmente independentes, 9

matriz, 44
matriz de transicao, 89

matriz de uma aplicacgao linear, 76

253



254

INDICE REMISSIVO

matriz definida negativa, 182
matriz definida positiva, 179
matriz diagonal, 82

matriz em escada reduzida, 47
matriz estocastica, 162

matriz identidade, 82

matriz ortogonal, 96

matriz semidefinida positiva
(negativa), 182

matriz transposta, 92
matrizes simétricas, 94

multiplicacao de uma aplicagao linear por
um numero, 75

multiplicagao de uma matriz por um
numero, 78

método de diagonalizagao de formas
quadraticas de Lagrange, 173

norma, 3, 56
norma Euclidiana, 59

nucleo de uma aplicacgao linear, 133

origem, 9

paraboloide circular, 221
paraboloide eliptico, 221
paraboloide hiperbélico, 222
parabola, 195

permutacgao, 105

polinémio anulador, 245
polindmio anulador minimo, 245

polinémio caracteristico de uma aplicagao
linear, 137

polinémio caracteristico de uma
matriz, 134

polinémio de interpolacao de
Lagrange, 119

ponto de equilibrio, 187

problema de minimos quadrados, 128
processo de ortogonalizacao, 64
produto de duas matrizes, 80

produto escalar, 15, 58

produto externo, 29

produto interno, 15, 58

produto misto, 101

produto vetorial, 29

projecao de um vetor sobre uma reta
orientada, 13

propriedade minima dos coeficientes de
Fourier, 69

quadrica, 225
quadrica degenerada, 225

quadrica nao degenerada, 225

ramos de uma hipérbole, 201
Regra de Cramer, 115

reta orientada, 13

semieixo imaginario de uma
hipérbole, 200

semieixo maior de uma elipse, 196
semieixo menor de uma elipse, 196
semieixo real de uma hipérbole, 200
simplex, 159

sinal de uma permutacao, 106
sistema de coordenadas, 10

sistema normal, 129

solugao generalizada, 128

soma de aplicagoes lineares, 75



soma de matrizes, 78

soma direta de subespacos, 237

soma geométrica de conjuntos, 236

subespaco de um espago linear, 53

subespaco invariante de uma aplicacao
linear, 132

Teorema de Cayley-Hamilton, 247

Teorema de Gram-Schmidt, 64

Teorema de Jordan, 247

Teorema de Laplace, 114

Teorema Fundamental da Algebra, 236

iINDICE REMISSIVO

valor préprio de uma aplicacao linear, 132
vetor da area, 100

vetor proprio de uma aplicacao linear, 132
vetor-coluna, 80

vetor-linha, 80

vetores associados, 248

vetores linearmente dependentes, 48
vetores linearmente independentes, 48
volume vetorial, 105

vértices de um simplex, 159

255



Neste Llivro, escrito para os estudantes de cursos de Matematica Aplicada, Fisica e Engenharia,
a énfase é dada ao aspeto geométrico da Algebra Linear. Embora a maior parte do seu
conteudo seja voltada para quem inicia o estudo desta disciplina, leitores de niveis mais
avancados também encontrardo aqui ligacdes importantes entre a Algebra Linear e outras
areas da Matematica.

ISBN 978-989-9074-77-4

2|
9 789899 074774 >

UMinho Editora Universidade do Minho



	1Capa, ficha, rosto
	CAPA 1
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